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Vorwort

Wie Sie dem Titel entnehmen können, handelt es sich hier um
eine Einführung in die formale Logik. Die formale Logik befasst
sich mit einer bestimmten Art von Sprache. Sie ist eine formale
Sprache, d.h. ihre Ausdrücke (z.B. Sätze) sind formal definiert.
Das macht sie zu einer sehr nützlichen Sprache, um die Sachver-
halte, von denen ihre Sätze handeln, sehr genau zu beschreiben.
In der formalen Logik ist es unmöglich, mehrdeutig zu sein. Im
Zentrum der Arbeit zu formalen Sprachen steht die Folgebezie-
hung zwischen Sätzen, d.h. welche Sätze aus welchen anderen
Sätzen folgen. Die Folgebeziehung ist von zentraler Bedeutung,
weil wir durch ein besseres Verständnis dieser Beziehung erken-
nen können, wann bestimmte Dinge der Fall sein müssen, wenn
andere Dinge der Fall sind. Aber die Folgebeziehung ist nicht der
einzige wichtige Begriff der formalen Logik. Wir werden noch ei-
nige weitere kennen lernen.

Die formale Logik ist ein zentraler Teil der Philosophie, wo
die logische Beziehung von Prämissen zu den aus ihnen gewonne-
nen Schlussfolgerungen wichtig ist. Philosoph*innen untersuchen
die Konsequenzen von Definitionen und Annahmen und bewer-
ten sie auf der Grundlage ihrer Konsequenzen. Die formale Logik
ist auch in der Mathematik und Informatik von Bedeutung. In der
Mathematik werden formale Sprachen verwendet, um nicht “all-
tägliche”, sondern mathematische Sachverhalte zu beschreiben.
Auch Mathematiker*innen interessieren sich für die Folgen von
Definitionen und Annahmen und für sie ist es ebenso wichtig,
diese Folgen (die sie ‘Theoreme’ nennen) mit präzisen Metho-

vi



VORWORT vii

den zu bestimmen. Die formale Logik stellt solche Methoden zur
Verfügung. In der Informatik wird die formale Logik angewandt,
um den Zustand und das Verhalten von Rechensystemen, z.B.
Schaltkreisen, Programmen, Datenbanken usw., zu beschreiben.
Methoden der formalen Logik werden auch verwendet, um die
Konsequenzen solcher Beschreibungen festzustellen, z.B. ob eine
Schaltung fehlerfrei ist, ob ein Programm das tut, was es tun soll,
oder ob eine Datenbank konsistent ist.

Das Lehrbuch ist in acht Teile gegliedert. Teil I führt auf in-
formelle Weise in das Thema und die Begriffe der Logik ein,
noch ohne Bezug auf eine formale Sprache. Die Teile II–IV be-
handeln wahrheitsfunktionale Sprachen. Darin werden komple-
xe Sätze aus einfachen Sätzen mittels Junktoren (‘oder’, ‘und’,
‘nicht’, ‘wenn. . . , dann. . . ’) gebildet, die einfache Sätze zu kom-
plizierteren Sätzen zusammenfügen. Wir diskutieren logische Be-
griffe, wie z.B. die Folgebeziehung auf zwei Arten: semantisch
mit der Methode der Wahrheitstabellen (in Teil III) und beweis-
theoretisch mit einem System formaler Herleitungen (in Teil IV).
Die Teile V–VII führen eine kompliziertere Sprache ein: die Lo-
gik erster Ordnung. Sie umfasst neben den Junktoren der wahr-
heitsfunktionalen Logik auch Namen, Prädikate, Identität und
die sogenannten Quantoren. Diese zusätzlichen Elemente erlau-
ben uns, mehr als mittels der wahrheitsfunktionalen Sprache aus-
zusagen. Wir werden untersuchen, wie viel genau man mittels der
Logik der ersten Ordnung ausdrücken kann. Auch hier werden
wir logische Begriffe semantisch, mit Hilfe von Interpretationen,
und beweistheoretisch, mit Hilfe einer komplexeren Version des
in Teil IV eingeführten formalen Herleitungssystems definieren.
In Teil VIII diskutieren wir schließlich die modale Logik, welche
die wahrheitsfunktionale Logik durch nicht-wahrheitsfunktionale
Operatoren für Möglichkeit und Notwendigkeit ergänzt.

Im Anhang finden Sie eine Liste, in der wichtige Regeln
und Definitionen aufgeführt sind. Zentrale Begriffe sind in einem
Glossar am Ende aufgelistet.

Dieses Buch basiert auf einem englisch-sprachigem Text, der
ursprünglich von P.D. Magnus geschrieben wurde, von Tim But-
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ton überarbeitet und erweitert wurde, und zuletzt auch von Aa-
ron Thomas-Bolduc und Richard Zach in Teilen umgeschrie-
ben und um verschiedene Materialien ergänzt wurde. Spezifisch
integrierten Aaron Thomas-Bolduc und Richard Zach Materi-
al (hauptsächlich Übungen) von J. Robert Loftis und ergänzten
Teil VIII, der auf Notizen von Robert Trueman basiert. (Ihr Text
enthält auch Material, welches auf zwei Kapiteln aus Tim Buttons
offenem Text Metatheorie basiert, welches aber nicht in der hier
präsentierten Fassung des Buchs vorkommt.) Der resultierende
Text steht unter einer Creative Commons Namensnennung 4.0-
Lizenz. Ich bedanke mich bei Daniel Foelsch für seine Hilfe beim
Korrekturlesen.



TEIL I

Zentrale Begriffe der
Logik

1



KAPITEL 1

Argumente

Die Logik ist für das Bewerten von Argumenten zuständig; für
das Unterscheiden von guten und schlechten Argumenten.

Ein Argument, wie wir es verstehen werden, ist so etwas wie
das hier:

Entweder hat es der Butler getan oder der Gärtner.
Der Butler hat es nicht getan.

∴ Der Gärtner hat es getan.

Wir haben hier eine Reihe von Sätzen. Die drei Punkte in der
dritten Zeile des Arguments werden als ‘Also’ gelesen. Sie zeigen
an, dass der letzte Satz die Schlussfolgerung des Arguments ist.
Die beiden Sätze davor sind die Prämissen des Arguments. Wir
nennen jede Reihen von Sätzen, die sich aus Prämissen und einer
Schlussfolgerung zusammen setzt, ein Argument.

In diesem Teil erörtern wir einige grundlegende logische Be-
griffe, die auf Argumente anwendbar sind. Es ist wichtig, mit ei-
nem klaren Verständnis davon zu beginnen, was Argumente sind
und was es bedeutet, dass ein Argument gültig ist. Später werden
wir Argumente aus dem Deutschen in einer formalen Sprachen
symbolisieren. Wir wollen, dass die formale Gültigkeit, wie sie
in der formalen Sprache definiert ist, zumindest einige der wich-
tigen Merkmale der Gültigkeit in unserer Anfangssprache, dem
Deutschen, aufweist.

Im eben genannten Beispiel haben wir einzelne Sätze verwen-
det, um die beiden Prämissen des Arguments auszudrücken, und
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KAPITEL 1. ARGUMENTE 3

einen dritten Satz, für die Schlussfolgerung des Arguments. Zwar
drücken wir viele Argumente auf diese Weise aus, aber auch ein
einzelner Satz kann ein vollständiges Argument liefern. Zum Bei-
spiel:

Der Butler hat ein Alibi, also kann er es nicht getan
haben.

Dieses Argument hat eine Prämisse, gefolgt von einer Schlussfol-
gerung.

Viele Argumente beginnen mit einer Prämisse und enden mit
einer Schlussfolgerung. Aber nicht alle. Das Argument vom An-
fang dieses Abschnitts könnten wir auch mit der Schlussfolgerung
zu Beginn präsentieren:

Der Gärtner hat es getan. Schließlich war es entweder
der Butler oder der Gärtner. Und der Butler hat es
nicht getan.

Genauso könnten wir die Schlussfolgerung auch in der Mitte an-
führen:

Der Butler hat es nicht getan. Daher war es der Gärt-
ner, denn es hat ja entweder der Gärtner oder der
Butler getan.

Wenn wir uns mit einem Argument beschäftigen, wollen wir wis-
sen, ob die Schlussfolgerung aus den Prämissen folgt. Als erstes
müssen wir also die Schlussfolgerung von den Prämissen unter-
scheiden. Als Anhaltspunkt können wir die folgenden Worte nut-
zen, die oft verwendet werden, um die Schlussfolgerung eines
Arguments anzuführen:

also, folglich, daher, deshalb, darum, demzufolge, deswegen

Aus diesem Grund können wir diese Worte schlussfolgerungs-
worte nennen.

Im Gegensatz dazu sind die folgenden Ausdrücke prämissen-
worte, da sie oft darauf hinweisen, dass wir es mit einer Prämis-
se, und nicht mit einer Schlussfolgerung, zu tun haben:
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da, denn, schließlich, weil, angesichts der Tatsache, dass

Trotz dieser Anhaltspunkte, gibt es bei der Analyse eines Argu-
ments aber keinen Ersatz für eine gute Nase.

1.1 Sätze

Ganz allgemein können wir ein argument als eine Reihe von Sät-
zen definieren. Die Sätze am Anfang der Reihe sind Prämissen.
Der letzte Satz in der Reihe ist die Schlussfolgerung.

In der Logik sind wir nur an Sätzen interessiert, die als Prä-
misse oder Schlussfolgerung eines Arguments fungieren können,
d.h. an Sätzen, die wahr oder falsch sein können. Wir werden uns
also auf solche Sätze beschränken und einen satz als einen Satz
definieren, der wahr oder falsch sein kann.

Sie sollten die Wahrheitswertfähigkeit eines Satzes nicht mit
dem Unterschied zwischen Tatsache und Meinung verwechseln.
Oft drücken Sätze in der Logik Dinge aus, die Tatsachen sein
könnten, wie z.B. ‘Kierkegaard hatte einen Buckel’ oder ‘Kierke-
gaard mochte Mandeln’. Aber sie können natürlich auch Dinge
ausdrücken, die man als Meinung bezeichnen könnte, z.B. ‘Kori-
ander ist lecker’. Mit anderenWorten: Ein Satz wird nicht deshalb
als Teil eines Arguments disqualifiziert, weil wir nicht wissen, ob
er wahr oder falsch ist, oder weil seine Wahrheit oder Falsch-
heit eine Frage der Meinung ist. Wenn er die Art von Satz ist,
die wahr oder falsch sein kann, kann er die Rolle einer Prämisse
oder Schlussfolgerung spielen.

Es gibt auch Dinge, die in einem Sprachkurs oder der Sprach-
wissenschaft als ‘Sätze’ gelten würden, die wir in der Logik aber
nicht als Sätze zählen werden.

Fragen In der Sprachwissenschaft würde ‘Sind Sie schon mü-
de?’ als Fragesatz zählen. Obwohl Sie vielleicht schläfrig oder
wach sind, ist die Frage selbst weder wahr noch falsch. Aus die-
sem Grund zählen Fragen in der Logik nicht als Sätze. Angenom-
men, Sie beantworten die Frage, indem Sie sagen ‘Ich bin nicht
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müde’. Dies ist entweder wahr oder falsch und ist daher ein Satz
im logischen Sinn. Im Allgemeinen zählen Fragen nicht, aber Ant-
worten schon, als Sätze. ‘Worum geht es in dieser Vorlesung?’ ist
kein Satz (in unserem Sinne). ‘Niemand weiß, worum es in dieser
Vorlesung geht’ ist ein Satz.

Befehle Befehle werden oft als Imperative formuliert wie ‘Wach
auf!’, ‘Setz dich gerade hin!’ und so weiter. In der Sprachwissen-
schaft würden diese als Imperativsätze zählen. Auch wenn es für
Sie gut sein mag, gerade zu sitzen, ist der Befehl weder wahr noch
falsch. Beachten Sie jedoch, dass Befehle nicht immer als Impera-
tive formuliert werden. ‘Sie werden meine Autorität respektieren’
ist entweder wahr oder falsch — entweder Sie tun es oder Sie tun
es nicht — und so zählt es als Satz im logischen Sinne.

Exklamationen ‘Aua!’ wird manchmal als ein Ausrufesatz be-
zeichnet, aber er ist weder wahr noch falsch. Wir werden ‘Aua,
ich habe mir den Zeh verletzt!’ so behandeln, dass es dasselbe be-
deutet wie ‘Ich habe mir den Zeh verletzt’. Wenn ‘Aua’ so wie hier
auftritt, fügt es nichts hinzu, was wahr oder falsch sein könnte.

Übungen

Am Ende vieler Kapitel gibt es Übungen, die das im jeweili-
gen Kapitel behandelte Material wiederholen. Es gibt keinen Er-
satz dafür, einige dieser Probleme durchzuarbeiten, denn beim
Lernen der Logik geht es mehr darum, eine Denkweise zu ent-
wickeln, als darum, sich Fakten einzuprägen.

Hier ist nun die erste Übung. Markieren Sie den Satz, der die
Schlussfolgerung des jeweiligen Arguments ausdrückt.

1. Es ist kalt. Ich sollte also meine Haube mitnehmen.
2. Es muss kalt gewesen sein. Schließlich trug ich ja meine

Haube.
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3. Niemand außer dir hatte die Hände in der Keksdose. Und
der Tatort ist mit Kekskrümeln übersät. Du bist der Schul-
dige!

4. Herr Scarlett und Professorin Plum waren zur Zeit des Mor-
des im Arbeitszimmer. Pfarrer Green hatte den Kerzenstän-
der im Ballraum und wir wissen, dass kein Blut an seinen
Händen war. Daher hat Oberst Mustard es in der Küche mit
dem Bleirohr getan. Denn erinnere dich: die Waffe wurde
nicht gefeuert.



KAPITEL 2

Der Geltungsbereich der
Logik

2.1 Folge und Gültigkeit

In §1 betrachteten wir Argumente, d.h. Ansammlungen von Prä-
missen, gefolgt von einer Schlussfolgerung. Wir sagten, dass man-
che Worte wie ‘also’ anzeigen, welche Sätze als Schlussfolgerun-
gen zu verstehen sind. ‘Also’ suggeriert natürlich, dass es einen
Zusammenhang zwischen den Prämissen und der Schlussfolge-
rung gibt, nämlich, dass die Schlussfolgerung von den Prämissen
folgt oder eine Folge der Prämissen ist.

Dieser Begriff der Folge ist einer der wichtigsten, mit denen
sich die Logik befasst. Man könnte sogar sagen, dass die Logik
die Wissenschaft von dem ist, was aus was folgt. Die Logik ent-
wickelt Theorien und Werkzeuge, die uns sagen, wann ein Satz
aus einigen anderen Sätzen folgt.

Was sollten wir über das Hauptargument sagen, das wir in §1
diskutierten?

Entweder der Butler oder der Gärtner hat es getan.
Der Butler hat es nicht getan.

∴ Der Gärtner hat es getan.

Wir haben keinen Kontext dafür, worauf sich die Sätze in die-
sem Argument beziehen. Vielleicht vermuten Sie, dass ‘hat es
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KAPITEL 2. DER GELTUNGSBEREICH DER LOGIK 8

getan’ hier bedeutet, ‘war der Täter eines nicht näher bezeich-
neten Verbrechens’. Sie könnten sich vorstellen, dass das Argu-
ment in einem Krimi oder einer Fernsehsendung vorkommt, viel-
leicht von einem/r Detektiv*in vorgetragen, der/die die Beweisla-
ge durchdenkt. Aber selbst ohne diese Informationen zu haben,
stimmen Sie wahrscheinlich zu, dass das Argument insofern gut
ist, als die Schlussfolgerung wahr sein muss, wenn beide Prämis-
sen wahr sind, unabhängig davon, was die Prämissen genau aus-
sagen. Wenn die erste Prämisse wahr ist, d.h. wenn es wahr ist,
dass der Butler es getan hat oder der Gärtner es getan hat, dann
hat mindestens einer von ihnen ‘es getan’, was auch immer das
genau bedeutet. Und wenn die zweite Prämisse wahr ist, dann hat
der Butler es nicht ‘getan’, was auch immer das genau bedeutet.
Aber nun bleibt nur eine Möglichkeit: ‘der Gärtner hat es getan’
muss wahr sein, was auch immer das genau bedeutet. Hier folgt
die Schlussfolgerung aus den Prämissen. Wir nennen Argumente,
die diese Eigenschaft haben, gültig.

Betrachten Sie dagegen das folgende Argument:

Wenn die Fahrerin es getan hat, dann hat der Putzmann es
nicht getan.
Der Putzmann hat es nicht getan.

∴ Die Fahrerin hat es getan.

Wir haben auch hier keine Ahnung, wovon genau die Rede ist.
Aber dennoch stimmen Sie wahrscheinlich zu, dass sich dieses
Argument in einem wichtigen Punkt von dem vorhergehenden
unterscheidet. Wenn die Prämissen wahr sind, ist in diesem Fall
nicht garantiert, dass die Schlussfolgerung auch wahr ist. Die Prä-
missen dieses Arguments schließen, für sich genommen, nicht
aus, dass jemand anderes als der Putzmann oder die Fahrerin
‘es getan hat’. Es gibt also einen Fall, in dem beide Prämissen
wahr sind, die Fahrerin es aber nicht getan hat, d.h. die Schluss-
folgerung nicht wahr ist. In diesem zweiten Argument folgt die
Schlussfolgerung nicht aus den Prämissen. Wenn, wie in diesem
Argument, die Schlussfolgerung nicht aus den Prämissen folgt,
sagen wir, dass es ungültig ist.
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2.2 Fälle und Arten der Gültigkeit

Wie konnten wir feststellen, dass das zweite Argument ungültig
ist? Wir wiesen auf einen möglichen Fall hin, in dem die Prämis-
sen wahr sind und die Schlussfolgerung nicht wahr ist. Dies war
ein Fall, in dem weder die Fahrerin noch der Putzmann, sondern
eine dritte Person es tat. Wir nennen einen solchen Fall ein ge-
genbeispiel zu unserem Argument. Wenn es ein Gegenbeispiel
zu einem Argument gibt, dann folgt die Schlussfolgerung nicht
aus den Prämissen. Damit die Schlussfolgerung eine Folge der
Prämissen ist, muss die Wahrheit der Prämissen die Wahrheit
der Schlussfolgerung garantieren. Aber wenn es ein Gegenbei-
spiel gibt, dann garantiert die Wahrheit der Prämissen nicht die
Wahrheit der Schlussfolgerung.

Als Logiker*innen wollen wir in der Lage sein, zu bestimmen,
wann die Schlussfolgerung eines Arguments aus den Prämissen
dieses Arguments folgt. Und die Schlussfolgerung ist eine Folge
der Prämissen, wenn es kein Gegenbeispiel gibt – keinen mögli-
chen Fall, in dem die Prämissen alle wahr sind, die Schlussfolge-
rung aber nicht. Dies motiviert unsere Definition der Folgebezie-
hung:

Ein Satz A ist eine folge von Sätzen B1, . . . , Bn wenn und
nur wenn es keinen Fall gibt, in dem B1, . . . , Bn alle wahr
sind und A nicht wahr ist. (Wir sagen auch, dass A aus B1,
. . . , Bn folgt oder, dass B1, . . . , Bn A zur Folge haben.)

Diese Definition ist unvollständig: sie sagt uns nicht, was ein
‘Fall’ ist oder was es bedeutet, in einem Fall ‘wahr’ oder ‘nicht
wahr’ zu sein. Bislang haben wir nur ein Beispiel gesehen: ein hy-
pothetisches Szenario mit drei Personen. Von den drei Personen
in diesem Szenario – eine Fahrerin, ein Putzmann und eine dritte
Person – haben die Fahrerin und der Putzmann es nicht getan;
anders als die dritte Person. In diesem Szenario, hat die Fahrerin
es nicht getan. Daher ist es ein Fall, in dem der Satz ‘die Fahrerin
war es’ nicht wahr ist. Die Prämissen unseres zweiten Arguments



KAPITEL 2. DER GELTUNGSBEREICH DER LOGIK 10

sind wahr, aber die Schlussfolgerung nicht: Das Szenario ist ein
Gegenbeispiel zu unserem Argument.

Wir haben gesagt, dass Argumente, deren Schlussfolgerung
eine Folge der Prämissen ist, gültig sind und Argumente, deren
Schlussfolgerung keine Folge der Prämissen ist, ungültig sind. Da
wir nun eine erste Definition der Folgebeziehung haben, können
wir nun auch eine erste Definition der Gültigkeit/Ungültigkeit ei-
nes Arguments geben:

Ein Argument ist gültig wenn und nur wenn die Schluss-
folgerung eine Folge der Prämissen ist.

Ein Argument ist ungültig wenn und nur wenn es nicht
gültig ist, d.h., es ein Gegenbeispiel zum Argument gibt.

Eine Aufgabe von Logiker*innen ist es, den Begriff des Falls
zu präzisieren und zu untersuchen, welche Argumente gültig
sind, wenn dieser Begriff auf die eine oder andere Weise prä-
zisiert wird. Wenn wir unter einem Fall ein mögliches Szenario
verstehen, wie das Gegenbeispiel zum zweiten Argument, ist klar,
dass das erste Argument gültig ist. Denn wenn wir uns ein Sze-
nario vorstellen, in dem entweder der Butler oder der Gärtner es
getan hat und der Butler es nicht getan hat, dann stellen wir uns
automatisch ein Szenario vor, in dem der Gärtner es getan hat.
Jedes mögliche Szenario, in dem die Prämissen unseres ersten
Arguments wahr sind, macht also automatisch die Schlussfolge-
rung unseres ersten Arguments wahr. Das ist der Grund dafür,
dass das erste Argument gültig ist.

Die Präzisierung des Begriffs des Falls, indem wir ihn als
den Begriff eines möglichen Szenarios interpretieren ist ein Fort-
schritt. Aber sie ist nicht das Ende unserer Untersuchung. Das
erste Problem ist, dass wir nicht wissen, welche Szenarien genau
wir als möglich erachten sollen. Sind sie durch die Gesetze der
Physik begrenzt? Durch das, was denkbar ist, in einem sehr all-
gemeinen Sinne? Welche Antworten wir auf diese Fragen geben,
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bestimmt, welche Argumente wir als gültig betrachten.
Nehmen Sie an, dass die Antwort auf unsere erste Frage ‘Ja’

lautet und betrachten Sie das folgende Argument:

Das Raumschiff Rocinante brauchte sechs Stunden um Ju-
piter von der Tycho Raumstation zu erreichen.

∴ Die Distanz zwischen der Tycho Raumstation und Jupiter
beträgt weniger als 14 Milliarden Kilometer.

Ein Gegenbeispiel zu diesem Argument wäre ein Fall, in dem die
Rocinante eine Reise von über 14 Milliarden Kilometern in 6 Stun-
den macht und dabei die Lichtgeschwindigkeit überschreitet. Da
ein solcher Fall mit den Gesetzen der Physik unvereinbar ist, gibt
es keinen solchen Fall, wenn mögliche Szenarien mit den Geset-
zen der Physik übereinstimmen müssen. Wenn mögliche Szena-
rien allerdings nicht durch die Gesetze der Physik begrenzt sind,
gibt es ein Gegenbeispiel: ein Szenario, bei dem die Rocinante
schneller als mit Lichtgeschwindigkeit reist.

Nehmen Sie nun an, dass die Antwort auf unsere zweite Frage
‘Ja’ lautet und betrachten Sie ein weiteres Argument:

Priya ist eine Ophtalmologin.
∴ Priya ist eine Augenärztin.

Wenn wir alle denkbaren Szenarien als möglich bezeichnen, dann
ist dieses Argument gültig. Wenn man sich Priya als Ophtalmo-
login vorstellt, dann stellt man sich Priya automatisch auch als
Augenärztin vor. Das ist genau das, was ‘Ophtalmologin’ und
‘Augenärztin’ bedeuten. Ein Szenario, in dem Priya eine Ophtal-
mologin, aber keine Augenärztin ist, wird durch die begriffliche
Verbindung zwischen diesen Wörtern ausgeschlossen.

Je nachdem, welche Arten von Szenarien wir als Fälle und so-
mit als potenzielle Gegenbeispiele betrachten, kommen wir also
zu unterschiedlichen Theorien der Folgebeziehung und der Gül-
tigkeit. Wir könnten ein Argument als nomologisch gültig be-
zeichnen, wenn es keine Gegenbeispiele gibt, die mit den Natur-
gesetzen übereinstimmen. Ebenso könnten wir ein Argument als
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begrifflich gültig bezeichnen, wenn es keine Gegenbeispiele
gibt, die mit den begrifflichen Verbindungen zwischen Wörtern
übereinstimmen. Bei diesen beiden Begriffen der Gültigkeit be-
stimmen Eigenschaften der Welt (z.B. was die Naturgesetze sind)
beziehungsweise Eigenschaften der Bedeutung der Worte die im
Argument genutzt werden (z.B. der Bedeutung von ‘Ophtalmo-
login’ und ‘Augenärztin’), ob ein Argument gültig ist.

2.3 Formale Gültigkeit

Ein Alleinstellungsmerkmal der logischen Folgebeziehung ist je-
doch, dass sie nicht vom Inhalt der Prämissen und Schlussfolge-
rungen abhängt, sondern nur von deren logischer Form. Anders
gesagt: als Logiker*in wollen wir eine Theorie entwickeln, die
noch feinere Unterscheidungen treffen kann. Z.B., sowohl

Priya ist entweder eine Ophtalmologin oder eine Zahnärz-
tin.
Priya ist keine Zahnärztin.

∴ Priya ist eine Augenärztin.

als auch

Priya ist entweder eine Ophtalmologin oder eine Zahnärz-
tin.
Priya ist keine Zahnärztin.

∴ Priya ist eine Ophtalmologin.

sind gültige Argumente. Aber während die Gültigkeit des ersten
Arguments von seinem Inhalt abhängt (d.h. von der Bedeutung
von ‘Ophtalmologin’ und ‘Augenärztin’), hängt die Gültigkeit des
zweiten Arguments nicht von seinem Inhalt ab. Das zweite Argu-
ment ist formal gültig. Wir können die ‘Form’ dieses Argu-
ments als ein Muster beschreiben, etwa so:

A ist entweder eine X oder eineY .
A ist keineY .
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∴ A ist eine X .

Hier sind A, X und Y Platzhalter für geeignete Ausdrücke, die,
wenn sie für A, X und Y ersetzt werden, das Muster in ein aus
Sätzen bestehendes Argument verwandeln. Beispielsweise ist

Mei ist entweder eine Mathematikerin oder eine Botanike-
rin.
Mei ist keine Botanikerin.

∴ Mei ist eine Mathematikerin.

ein Argument der gleichen Form. Das erste Argument in diesem
Abschnitt hingegen ist es nicht: wir müssten Y in der Prämisse
und der Schlussfolgerung durch verschiedene Ausdrücke ersetzen
(einmal durch ‘Ophtalmologin’ und einmal durch ‘Augenärztin’),
um es aus dem Muster heraus zu kriegen.

Hinzu kommt, dass das erste Argument nicht formal gültig
ist. Die Form dieses Arguments ist:

A ist entweder eine X oder eineY .
A ist keineY .

∴ A ist eine Z .

In diesem Muster können wir X durch ‘Ophtalmologin’ und Z
durch ‘Augenarzt’ ersetzen, um das ursprüngliche Argument zu
erhalten. Aber hier ist ein weiteres Argument der gleichen Form:

Mei ist entweder eine Mathematikerin oder eine Botanike-
rin.
Mei ist keine Botanikerin.

∴ Mei ist eine Akrobatin.

Dieses Argument ist klarerweise nicht gültig, da wir uns leicht
eine Mathematikerin namens Mei vorstellen können, die keine
Akrobatin ist. Dieses mögliche Szenario würde allerdings dafür
sorgen, dass die erste Prämisse des Arguments wahr ist, und die
Schlussfolgerung nicht.
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Unsere Strategie als Logiker*innen wird sein, einen Begriff
des Falls zu entwickeln, bei dem sich ein Argument als gültig er-
weist, wenn und nur wenn es formal gültig ist. Es ist klar, dass
ein solcher Begriff des Falls nicht nur gegen einige Naturgesetze,
sondern auch gegen einige Gesetze der deutschen Sprache ver-
stoßen muss. Da das erste Argument in diesem Sinne ungültig ist,
müssen wir als Gegenbeispiel einen Fall zulassen, in dem Priya
Ophtalmologin, aber keine Augenärztin ist. Dieser Fall ist kein
denkbares Szenario: er wird durch die Bedeutungen der Worte
‘Ophtalmologin’ und ‘Augenärztin’ ausgeschlossen.

Wenn wir Fälle verschiedener Art betrachten, um die Gültig-
keit eines Arguments zu beurteilen, werden wir einige Annahmen
machen. Die erste Annahme ist, dass jeder Fall jeden Satz wahr
oder nicht wahr macht – zumindest jeden Satz in dem Argument,
das wir gerade betrachten. Das bedeutet zunächst einmal, dass
wir keine Szenarien als potenzielle Gegenbeispiele zulassen, die
unbestimmt lassen, ob ein Satz unseres Arguments wahr ist oder
nicht. Zum Beispiel wird ein Szenario, in dem Priya eine Zahnärz-
tin, aber keine Augenärztin ist, als ein Fall gelten, der mit Bezug
auf die ersten paar Argumenten dieses Abschnitts zu berücksich-
tigen ist, aber nicht als ein Fall, der mit Bezug auf die letzten zwei
Argumente zu berücksichtigen ist. Denn dieses Szenario sagt uns
nicht, ob Mei eine Mathematikerin, eine Botanikerin oder eine
Akrobatin ist. Wenn ein Fall einen Satz nicht wahr macht, sagen
wir, dass er ihn falsch macht. Wir nehmen also auch an, dass
Fälle Sätze wahr oder falsch machen, aber niemals beides. Denn
Sätze können nicht sowohl wahr als auch nicht wahr sein.1

1Obwohl unsere zwei Annahmen Ihnen wahrscheinlich vernünftig erschei-
nen, sind sie unter Philosoph*innen der Logik umstritten. Zunächst einmal gibt
es Logiker*innen, die Fälle in Betracht ziehen wollen, in denen Sätze weder
wahr noch falsch sind, sondern eine Art Zwischenebene der Wahrheit haben.
Umstrittener ist die Meinung einiger Philosoph*innen, dass wir die Möglich-
keit zulassen sollten, dass Sätze gleichzeitig wahr und falsch sein können. Es
gibt logische Systeme, in denen Sätze weder wahr noch falsch oder beides sein
können, aber wir werden sie in diesem Buch nicht diskutieren.
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2.4 Korrekte Argumente

Bevor wir unsere Strategie umsetzen, sollten wir einige Sachen
klarstellen. Argumente in folgendem Sinne, als Schlussfolgerun-
gen, die aus Prämissen folgen sollen, werden im alltäglichen und
wissenschaftlichen Diskurs häufig verwendet. Wenn dies der Fall
ist, werden Argumente mit dem Ziel angeführt, ihre Schlussfolge-
rungen zu untermauern oder sogar zu beweisen. Nun, wenn ein
Argument gültig ist, dann wird es seine Schlussfolgerung stützen,
aber nur dann, wenn seine Prämissen alle wahr sind. Die Gültig-
keit eines Arguments schließt die Möglichkeit aus, dass die Prä-
missen des Arguments wahr sind, während die Schlussfolgerung
nicht wahr ist. Sie schließt aber nicht von sich aus die Möglichkeit
aus, dass die Schlussfolgerung nicht wahr (also: falsch) ist. An-
ders gesagt: es ist durchaus möglich, dass ein gültiges Argument
eine Schlussfolgerung hat, die falsch ist.

Ein Beispiel:

Orangen sind entweder Früchte oder Musikinstrumente.
Orangen sind keine Früchte.

∴ Orangen sind Musikinstrumente.

Die Schlussfolgerung dieses Arguments ist albern. Dennoch folgt
sie von den Prämissen dieses Arguments. Wenn diese Prämissen
wahr sind, dann muss die Schlussfolgerung auch wahr sein. Also
ist das Argument gültig.

Umgekehrt reicht es nicht aus, über wahre Prämissen und eine
wahre Schlussfolgerung zu verfügen, um ein gültiges Argument
zu erhalten. Hierzu ein weiteres Beispiel:

London ist in England.
Peking ist in China.

∴ Paris ist in Frankreich.

Die Prämissen und Schlussfolgerungen dieses Arguments sind in
der Tat alle wahr, aber das Argument ist ungültig. Würde Paris
seine Unabhängigkeit vom Rest Frankreichs erklären, dann wäre
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die Schlussfolgerung nicht mehr wahr, auch wenn beide Prämis-
sen weiterhin wahr wären. Es gibt also einen Fall, in dem die
Prämissen dieses Arguments wahr sind, ohne dass die Schluss-
folgerung wahr ist. Das Argument ist also ungültig.

Es ist wichtig, dass es bei der Gültigkeit nicht um die tatsäch-
liche Wahrheit oder Falschheit der Sätze eines Arguments geht.
Es geht darum, ob es möglich ist, dass alle Prämissen wahr sind
und die Schlussfolgerung gleichzeitig nicht wahr ist. Was tatsäch-
lich der Fall ist, spielt keine besondere Rolle; und was die Fakten
sind, bestimmt normalerweise nicht, ob ein Argument gültig ist
oder nicht. (Es hat einen Grund, wieso wir von ‘normalerweise’
sprechen: denn wenn die Prämissen eines Arguments tatsächlich
wahr sind und die Schlussfolgerung tatsächlich nicht wahr ist,
dann leben wir in einem Gegenbeispiel; hier bestimmt, was tat-
sächlich der Fall ist, dass das Argument ungültig ist.) Es wird oft
gesagt, dass sich die Logik nicht um Gefühle schert. Eigentlich
sind ihr auch die Fakten egal.

Wenn wir ein Argument benutzen, um zu beweisen, dass seine
Schlussfolgerung wahr ist, dann brauchen wir zwei Dinge. Erstens
muss das Argument gültig sein, d.h. die Schlussfolgerung muss
aus den Prämissen folgen. Aber es muss auch der Fall sein, dass
die Prämissen wahr sind. Wir werden sagen, dass ein Argument
korrekt ist, dann und nur dann, wenn es gültig ist und alle seine
Prämissen wahr sind.

Die Kehrseite der Medaille ist, dass Sie, wenn Sie ein Argu-
ment widerlegen wollen, zwei Möglichkeiten haben: Sie können
zeigen, dass (eine oder mehrere) der Prämissen nicht wahr sind,
oder Sie können zeigen, dass das Argument nicht gültig ist. Die
Logik hilft Ihnen aber nur bei Letzterem!

2.5 Induktive Argumente

Viele gute Argumente sind ungültig. Zum Beispiel:

Bis jetzt hat es jeden Winter in Dortmund Frost gegeben.
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∴ Auch im kommenden Winter wird es in Dortmund Frost
geben.

Dieses Argument verallgemeinert Beobachtungen über viele (ver-
gangene) Fälle zu einer Schlussfolgerung über alle (zukünftigen)
Fälle. Solche Argumente werden als induktive Argumente be-
zeichnet. Obwohl dieses Argument ein gutes ist, und wir Grund
haben, die Schlussfolgerung des Arguments zu akzeptieren, wenn
wir seine Prämisse akzeptieren, ist das Argument ungültig. Auch
wenn es bisher jeden Winter Frost in Dortmund gegeben hat,
bleibt es möglich, dass Dortmund den ganzen kommenden Win-
ter frostfrei bleibt. Tatsächlich könnten wir uns, selbst wenn es
fortan jeden Winter in Dortmund Frost gibt, immer noch einen
Fall vorstellen, in dem dieses Jahr das erste Jahr ist, in dem es den
ganzenWinter über frostfrei bleibt. Und dieses mögliche Szenario
ist ein Fall, in dem die Prämissen des Arguments wahr sind, die
Schlussfolgerung jedoch nicht. Daher ist das Argument ungültig.

Induktive Argumente – selbst gute induktive Argumente –
sind nicht (deduktiv) gültig. Sie sind nicht hieb- und stichfest. Auch
wenn es unwahrscheinlich ist, so ist es doch möglich, dass ihre
Schlussfolgerung falsch ist, selbst wenn alle ihre Prämissen wahr
sind. In diesem Buch werden wir die Frage, was ein gutes induk-
tives Argument ausmacht, ganz beiseite lassen. Wir sind daran
interessiert, die (deduktiv) gültigen Argumente von den ungülti-
gen zu unterscheiden.

Übungen

A. Welche der folgenden Argumente sind gültig? Welche sind
ungültig?

1. Sokrates ist ein Mensch.
2. Alle Menschen sind Karotten.
∴ Sokrates ist eine Karotte.

1. Abe Lincoln wurde entweder in Illinois geboren oder war
einmal Präsident.
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2. Abe Lincoln war nie Präsident.
∴ Abe Lincoln wurde in Illinois geboren.

1. Wenn ich den Abzug betätige, dann wird Abe Lincoln ster-
ben.

2. Ich betätige den Abzug nicht.
∴ Also wird Abe Lincoln nicht sterben.

1. Abe Lincoln kam entweder aus Frankreich oder aus Lu-
xemburg.

2. Abe Lincoln kam nicht aus Luxemburg.
∴ Abe Lincoln kam aus Frankreich.

1. Wenn die Welt heute untergeht, dann muss ich morgen
nicht früh aufstehen.

2. Ich muss morgen früh aufstehen.
∴ Die Welt geht heute nicht unter.

1. Johann ist jetzt 19 Jahre alt.
2. Johann ist jetzt 87 Jahre alt.
∴ Ronja ist jetzt 20 Jahre alt.

B. Könnte es die folgenden Dinge geben?

1. Ein gültiges Argument mit einer falschen und einer wahren
Prämisse.

2. Ein gültiges Argument, das nur falsche Prämissen hat.
3. Ein gültiges Argument, das nur falsche Prämissen und auch

eine falsche Schlussfolgerung hat.
4. Ein ungültiges Argument, das man durch das Hinzufügen

einer Prämisse gültig machen kann.
5. Ein gültiges Argument, das man durch das Hinzufügen ei-

ner Prämisse ungültig machen kann.

In jedem Fall: wenn die Antwort ‘Ja’ lautet, geben Sie ein Beispiel;
falls die Antwort ‘Nein’ lautet, begründen Sie, wieso das so ist.
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Andere logische Begriffe

In §2 führten wir die Begriffe der Folge und eines gültigen Argu-
ments ein. Diese Begriffe gehören zu den wichtigsten der Logik.
In diesem Kapitel werden wir ähnlich bedeutende Begriffe einfüh-
ren. Sie alle stützen sich, wie auch die Gültigkeit, auf die Idee,
dass Sätze in Fällen wahr sind (oder nicht). Für den Rest dieses
Kapitels verstehen wir Fälle als denkbare Szenarien, d.h. in dem
Sinne, in dem wir sie zur Definition der begrifflichen Gültigkeit
verstanden haben. Die Punkte, die wir zu den verschiedenen Ar-
ten von Gültigkeit gemacht haben, lassen sich auf ähnliche Weise
auf unsere neuen Begriffe übertragen: Wenn wir eine andere An-
sicht dazu haben, was als ‘Fall’ zählt, erhalten wir verschiedene
präzisere Begriffe. Als Logiker*innen werden wir letztendlich ei-
ne andere Definition des Falles in Betracht ziehen, als wir es hier
tun.

3.1 Gemeinsame Möglichkeit

Betrachten Sie die folgenden zwei Sätze:

B1. Eylems einziger Bruder ist kleiner als sie.
B2. Eylems einziger Bruder ist größer als sie.

Die Logik allein kann uns nicht sagen, welcher dieser beiden Sät-
ze, wenn überhaupt, wahr ist. Dennoch können wir sagen, dass
der zweite Satz (B2) falsch sein muss, wenn der erste Satz (B1)
wahr ist. In ähnlicher Weise muss B1 falsch sein, wenn B2 wahr

19
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ist. Es gibt kein mögliches Szenario, in dem beide Sätze wahr
sind. Diese Sätze sind miteinander inkompatibel, sie können nicht
gleichzeitig wahr sein. Dies motiviert die folgende Definition:

Sätze sind gemeinsam möglich wenn und nur wenn es
zumindest einen Fall gibt, in dem sie alle wahr sind.

Sätze sind gemeinsam unmöglich wenn und nur wenn
sie nicht gemeinsam möglich sind, d.h. es keinen Fall gibt,
in dem sie alle wahr sind.

B1 und B2 sind gemeinsam unmöglich, während, zum Beispiel,
die folgenden zwei Sätze gemeinsam möglich sind:

B3. Eylems einziger Bruder ist kleiner als sie.
B4. Eylems einziger Bruder ist jünger als sie.

Wir können nach der gemeinsamen Möglichkeit einer belie-
bigen Anzahl von Sätzen fragen. Denken Sie zum Beispiel an die
folgenden vier Sätze:

G1. Im Wildtierpark gibt es mindestens vier Giraffen.
G2. Es gibt genau sieben Gorillas im Wildtierpark.
G3. Es gibt nicht mehr als zwei Marsmenschen imWildtierpark.
G4. Jede Giraffe im Wildtierpark ist ein Marsmensch.

Aus G1 und G4 zusammen folgt, dass sich mindestens vier Mars-
menschen im Park aufhalten. Dies steht im Widerspruch zu Satz
G3, der besagt, dass es dort nicht mehr als zwei Marsmenschen
gibt. Die Sätze G1-G4 sind also gemeinsam unmöglich. Sie kön-
nen nicht alle zusammen wahr sein. (Beachten Sie, dass auch
die Sätze G1, G3 und G4 alleine schon gemeinsam unmöglich
sind. Grundsätzlich gilt: wenn Sätze bereits gemeinsam unmög-
lich sind, kann das Hinzufügen eines zusätzlichen Satzes sie nicht
gemeinsam möglich machen).
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3.2 Notwendige Wahrheit, notwendige
Falschheit und Kontingenz

Bei der Beurteilung von Argumenten, ob Ihrer Gültigkeit, interes-
siert uns, was wahr ist, wenn die Prämissen wahr sind. Aber einige
Sätze müssen einfach wahr sein. Betrachten Sie diese Sätze:

1. Es regnet.
2. Entweder regnet es hier oder es regnet hier nicht.
3. Es regnet hier und es regnet hier nicht.

Um zu wissen, ob Satz 1 wahr ist, müssen Sie nach draußen schau-
en oder den Wetterkanal überprüfen. Er könnte wahr sein; er
könnte falsch sein. Einen Satz, der sowohl wahr als auch falsch
sein kann (natürlich unter jeweils anderen Umständen), nennen
wir kontingent.

Satz 2 unterscheidet sich von Satz 1. Sie müssen nicht nach
draußen schauen, um zu wissen, dass dieser Satz wahr ist. Wie
auch immer es um das Wetter steht, entweder regnet es hier oder
es regnet hier nicht. Das ist eine notwendige wahrheit.

Ebenso brauchen Sie nicht das Wetter zu prüfen, um festzu-
stellen, ob Satz 3 wahr ist oder nicht. Er muss falsch sein, einfach
aus Gründen der Logik. Vielleicht regnet es hier und nicht in der
ganzen Stadt; vielleicht regnet es jetzt, aber es hört auf zu reg-
nen, während Sie diesen Satz lesen; aber es ist unmöglich, dass es
am selben Ort und zur selben Zeit regnet und nicht regnet. Wie
auch immer die Welt beschaffen ist, es ist nicht der Fall, dass
es hier regnet und gleichzeitig nicht regnet. Dieser Satz ist eine
notwendige falschheit.

Ein Satz könnte immer wahr und doch kontingent sein. Wenn
es beispielsweise keine Zeit gab, in der das Universum weniger
als sieben Dinge enthielt, dann war der Satz ‘Mindestens sieben
Dinge existieren’ immer wahr. Doch der Satz ist kontingent: Die
Welt hätte viel, viel kleiner sein können, als sie ist. Dann jedoch
wäre der Satz falsch gewesen.
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3.3 Notwendige Äquivalenz

Wir können auch nach den logischen Beziehungen zwischen zwei
Sätzen fragen. Zum Beispiel:

Jonas ging einkaufen, nachdem er das Geschirr abwusch.
Jonas wusch das Geschirr ab, bevor er einkaufen ging.

Diese beiden Sätze sind kontingent, da es möglich ist, dass Jonas
gar nicht einkaufen ging oder überhaupt kein Geschirr abgewa-
schen hat. Dennoch müssen sie den gleichen Wahrheitswert ha-
ben. Wenn einer der beiden Sätze wahr ist, dann sind es beide;
wenn einer der beiden Sätze falsch ist, dann sind es beide. Wenn
zwei Sätze in jedem Fall den gleichen Wahrheitswert haben (al-
so entweder beide wahr oder beide falsch sind), dann sagen wir,
dass diese zwei Sätze notwendigerweise äquivalent sind.

Zusammenfassung unserer logischen
Begriffe

◃ Ein Argument ist gültig, wenn es keinen Fall gibt, in dem
die Prämissen wahr sind und die Schlussfolgerung nicht;
ansonsten ist es ungültig.

◃ Eine notwendige wahrheit ist ein Satz, der in jedem Fall
wahr ist.

◃ Eine notwendige falschheit ist ein Satz, der in jedem
Fall falsch ist.

◃ Ein kontingenter satz ist weder eine notwendige Wahr-
heit, noch eine notwendige Falschheit; er ist ein Satz, der
in manchen Fällen wahr und in anderen falsch ist.

◃ Zwei Sätze sind notwendigerweise äquivalent dann und
nur dann, wenn sie in jedem Fall entweder beide wahr oder
beide falsch sind.
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◃ Eine Ansammlung an Sätzen ist gemeinsam möglich
wenn es zumindest einen Fall gibt, in dem all diese Sät-
ze gemeinsam wahr sind; ansonsten ist sie gemeinsam un-
möglich.

Übungen

A. Für jeden der folgenden Sätze: ist er eine notwendige Wahr-
heit, eine notwendige Falschheit oder kontingent?

1. Cäsar überquerte den Rubikon.
2. Jemand hat den Rubikon überquert.
3. Niemand hat jemals den Rubikon überquert.
4. Wenn Cäsar den Rubikon überquert hat, dann hat jemand

das getan.
5. Obwohl Cäsar den Rubikon überquert hat, hat niemand

jemals den Rubikon überquert.
6. Wenn jemand den Rubikon überquert hat, dann war es Cä-

sar.

B. Für jeden der folgenden Sätze: ist er eine notwendige Wahr-
heit, eine notwendige Falschheit oder kontingent?

1. Elefanten lösen sich im Wasser auf.
2. Holz ist eine leichte, langlebige Substanz, nützlich fürs Bau-

en.
3. Wenn Holz ein gutes Baumaterial wäre, dann wäre es nütz-

lich fürs Bauen.
4. Ich lebe in einem dreistöckigen Gebäude, das zwei Stock-

werke hat.
5. Wenn Rennmäuse Säugetiere wären, dann würden sie ihre

Jungen stillen.

C. Welche der folgenden Satzpaare sind notwendigerweise äqui-
valent?
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1. Elefanten lösen sich im Wasser auf.
Wenn Sie einen Elefanten ins Wasser tun, dann löst er sich
auf.

2. Alle Säugetiere lösen sich im Wasser auf.
Wenn Sie einen Elefanten ins Wasser tun, dann löst er sich
auf.

3. George Bush war der 43ste US Präsident.
Barack Obama war der 44ste US Präsident.

4. Barack Obama war der 44ste US Präsident.
Barack Obama war Präsident direkt nach dem 43sten US
Präsident.

5. Elefanten lösen sich im Wasser auf.
Alle Säugetiere lösen sich im Wasser auf.

D. Welche der folgenden Satzpaare sind notwendigerweise äqui-
valent?

1. Thelonious Monk spielte Klavier.
John Coltrane spielte Tenorsaxophon.

2. Thelonious Monk spielte Gigs mit John Coltrane.
John Coltrane spielte Gigs mit Thelonious Monk.

3. Alle professionellen Klavierspieler*innen haben große Hän-
de.
Klavierspieler Bud Powell hatte große Hände.

4. Bud Powell litt an einer schweren psychischen Krankheit.
Alle Klavierspieler*innen leiden an einer schweren psychi-
schen Krankheit.

5. John Coltrane war zutiefst religiös.
John Coltrane betrachtete Musik als eine Manifestation sei-
ner Spiritualität.

E. Betrachten Sie die folgenden Sätze:

G1 Im Wildtierpark gibt es mindestens vier Giraffen.

G2 Es gibt genau sieben Gorillas im Wildtierpark.

G3 Es gibt nicht mehr als zwei Marsmenschen imWildtierpark.
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G4 Jede Giraffe im Wildtierpark ist ein Marsmensch.

Betrachten Sie nun die folgenden Satzkombinationen. Welche
sind gemeinsam möglich? Welche sind gemeinsam unmöglich?

1. Sätze G2, G3 und G4
2. Sätze G1, G3 und G4
3. Sätze G1, G2 und G4
4. Sätze G1, G2 und G3

F. Betrachten Sie die folgenden Sätze:

M1 Alle Menschen sind sterblich.

M2 Sokrates ist ein Mensch.

M3 Sokrates wird niemals sterben.

M4 Sokrates ist sterblich.

Welche Satzkombinationen sind gemeinsam möglich? Benennen
Sie jede Kombination als ‘möglich’ oder ‘unmöglich’.

1. M1, M2 und M3
2. M2, M3 und M4
3. M2 und M3
4. M1 und M4
5. M1, M2, M3 und M4

G. Welche der folgenden Sachverhalte sind möglich? Wenn er
möglich ist, geben Sie ein Beispiel. Wenn nicht, begründen Sie
wieso.

1. Ein gültiges Argument, dessen Schlussfolgerung eine not-
wendige Falschheit ist

2. Ein ungültiges Argument, dessen Schlussfolgerung eine
notwendige Wahrheit ist

3. Eine notwendige Wahrheit, die kontingent ist
4. Zwei notwendigerweise äquivalente Sätze, die beide not-

wendige Wahrheiten sind
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5. Zwei notwendigerweise äquivalente Sätze, von denen einer
eine notwendige Wahrheit ist und der andere kontingent

6. Zwei notwendigerweise äquivalente Sätze, die gemeinsam
unmöglich sind

7. Eine gemeinsam mögliche Satzkombination, die eine not-
wendige Falschheit enthält

8. Eine gemeinsam unmögliche Satzkombination, die eine
notwendige Wahrheit enthält

H. Welche der folgenden Sachverhalte sind möglich? Wenn er
möglich ist, geben Sie ein Beispiel. Wenn nicht, begründen Sie
wieso.

1. Ein gültiges Argument, dessen Prämissen alle notwendige
Wahrheiten sind, dessen Schlussfolgerung aber kontingent
ist

2. Ein gültiges Argument mit wahren Prämissen und einer fal-
schen Schlussfolgerung

3. Eine gemeinsam mögliche Satzkombination, die zwei Sätze
enthält die notwendigerweise äquivalent sind

4. Eine gemeinsam mögliche Satzkombination, wo alle Sätze
kontingent sind

5. Eine falsche notwendige Wahrheit
6. Ein gültiges Argument mit falschen Prämissen
7. Ein notwendigerweise äquivalentes Satzpaar, das nicht ge-

meinsam möglich ist
8. Eine notwendige Wahrheit, die auch eine notwendige

Falschheit ist
9. Eine gemeinsam mögliche Satzkombination, wo alle Sätze

notwendige Falschheiten sind



TEIL II

Wahrheitsfunktionale
Logik
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KAPITEL 4

Einstieg ins
Symbolisieren

4.1 Gültigkeit aufgrund von Form

Betrachten wir das folgende Argument:

Es regnet draußen.
Wenn es draußen regnet, dann ist Jenny unglücklich.

∴ Jenny ist unglücklich.

und ein weiteres:

Jenny ist eine Anarcho-Syndikalistin.
Wenn Jenny eine Anarcho-Syndikalistin ist, dann ist Dipan
ein eifriger Leser Tolstois.

∴ Dipan ist ein eifriger Leser Tolstois.

Beide Argumente sind gültig und wir können leicht erkennen,
dass sie eine ähnliche Struktur aufweisen. Diese Struktur können
wir so ausdrücken:

A
Wenn A, dann C

∴ C

Diese Form sieht wie eine exzellente Argumentstruktur aus. Ge-
wiss ist jedes Argument mit dieser Struktur gültig. Diese ist nicht

28
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die einzige gute Argumentstruktur. Betrachten wir ein Argument
wie dieses:

Jenny ist entweder glücklich oder traurig.
Jenny ist nicht glücklich.

∴ Jenny ist traurig.

Auch hier gilt: dies ist ein gültiges Argument. Die Argumentstruk-
tur sieht hier wie folgt aus:

A oder B
nicht-A

∴ B

Eine hervorragende Struktur! Hier ist noch ein Beispiel:

Es ist nicht der Fall, dass Umut sowohl viel gelernt hat, als
auch in vielen Theaterstücken mitgespielt hat.
Umut hat viel gelernt.

∴ Umut hat nicht in vielen Theaterstücken mitgespielt.

Dieses gültige Argument hat eine Struktur, die wir wie folgt re-
präsentieren können:

nicht-(A und B)
A

∴ nicht-B

Diese Beispiele veranschaulichen einen wichtigen Begriff, den der
Gültigkeit aufgrund von Form. Die Gültigkeit der soeben betrach-
teten Argumente hat nicht viel mit den Bedeutungen deutscher
Ausdrücke wie ‘Jenny ist unglücklich’, ‘Dipan ist ein eifriger Le-
ser Tolstois’ oder ‘Umut spielte in vielen Theaterstücken mit’ zu
tun. Wenn sie überhaupt mit Bedeutungen zu tun hat, dann mit
den Bedeutungen von Ausdrücken wie ‘und’, ‘oder’, ‘nicht,’ und
‘wenn. . . , dann. . . ’.

In den folgenden Abschnitten werden wir eine formale Spra-
che entwickeln, die es uns erlaubt, viele Argumente so zu symbo-
lisieren, dass sie aufgrund ihrer Form gültig sind. Diese Sprache
nennen wir wahrheitsfunktionale Logik oder WFL.
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4.2 Gültigkeit aus besonderen Gründen

Es gibt viele Argumente, die gültig sind, aber nicht aufgrund
ihrer Form. Nehmen wir ein Beispiel:

Juan ist ein Kater.
∴ Juan ist eine Katze.

Es ist unmöglich, dass die Prämisse wahr und die Schlussfolge-
rung falsch ist. Das Argument ist also gültig. Seine Gültigkeit
verdankt dieses Argument allerdings nicht seiner Form. Hier ist
ein ungültiges Argument mit der gleichen Form:

Juan ist ein Kater
∴ Juan ist eine Kathedrale

Dies deutet daraufhin, dass die Gültigkeit des ersten Arguments
auf die Bedeutung der Wörter ‘Kater’ und ‘Katze’ zurückzufüh-
ren ist. Aber unabhängig davon ist es nicht einfach die Form des
Arguments, die es gültig macht. Gleichfalls, betrachten Sie das
folgende Argument:

Die Statue ist überall grün.
∴ Die Statue ist nicht überall rot.

Auch hier scheint es unmöglich zu sein, dass die Prämisse wahr
und die Schlussfolgerung falsch ist. Denn nichts kann sowohl
überall grün als auch überall rot sein. Das Argument ist also
gültig. Aber hier ist ein ungültiges Argument mit der gleichen
Form:

Die Statue ist überall grün.
∴ Die Statue ist nicht überall glänzend.

Das Argument ist ungültig, da es möglich ist, überall grün zu
sein und überall zu glänzen. (Ich könnte beispielsweise meine
Nägel mit einem eleganten, glänzenden, grünen Lack lackieren.)
Plausiblerweise hängt die Gültigkeit des ersten Arguments von
der Art und Weise ab, wie Farben (oder Farbworte) miteinander
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interagieren. Aber unabhängig davon ist es nicht einfach nur die
Form des Arguments, die es gültig macht.

Der wesentliche Schluss daraus ist der folgende. Im besten Fall
wird uns die wahrheitsfunktionale Logik helfen, die Gültigkeit von Ar-
gumenten zu verstehen, die aufgrund ihrer Form gültig sind.

4.3 Einfache Sätze

Wir begannen, die Form eines Arguments in §4.1 zu isolieren,
indem wir Teilsätze von Sätzen durch einzelne Buchstaben er-
setzten. So ist im ersten Beispiel dieses Abschnitts ‘Es regnet
draußen’ ein Teilsatz von ‘Wenn es draußen regnet, dann ist Jen-
ny unglücklich’, und wir ersetzten diesen Teilsatz durch ‘A’.

Unsere künstliche Sprache, die WFL, verfolgt diese Idee auf
rigorose Art und Weise. Wir beginnen mit ein paar Satzbuchsta-
ben. Diese werden die Grundbausteine oder Basiselemente unse-
rer Sprache sein, aus denen komplexere Sätze dieser Sprache ge-
baut werden. Wir werden einzelne Großbuchstaben als Satzbuch-
staben der WFL verwenden. Es gibt nur 26 Buchstaben des Al-
phabets, aber es gibt keine Grenze für die Anzahl der Satzbuch-
staben, die wir in Betracht ziehen können. Durch Hinzufügen
von Subskripten zu Buchstaben erhalten wir neue Satzbuchsta-
ben. Hier sind also fünf verschiedene Satzbuchstaben der WFL:

A,P,P1,P2,A234

Wir werden Satzbuchstaben verwenden, um bestimmte deutsche
Sätze zu repräsentieren oder zu symbolisieren. Dazu stellen wir
einen symbolisierungsschlüssel zur Verfügung, wie zum Bei-
spiel den folgenden:

A: Es regnet draußen.
C : Jenny ist unglücklich.

Damit fixieren wir diese Symbolisierung nicht ein für alle mal. Wir
sagen nur, dass wir uns vorerst den Satzbuchstaben der WFL,
‘A’, als Symbol für den deutschen Satz ‘Es regnet draußen’, und
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den Satzbuchstaben der WFL, ‘C ’, als Symbol für den deutschen
Satz ‘Jenny ist unglücklich’, vorstellen. Später, wenn wir es mit
verschiedenen Sätzen oder verschiedenen Argumenten zu tun ha-
ben, können wir einen neuen Symbolisierungsschlüssel zur Ver-
fügung stellen; zum Beispiel:

A: Jenny ist eine Anarcho-Syndikalistin.
C : Dipan ist ein eifriger Leser Tolstois.

Es ist wichtig, dass jede Struktur, die ein deutscher Satz hat, ver-
loren geht, wenn er durch einen Satzbuchstaben von WFL sym-
bolisiert wird. Aus der Sicht von WFL ist ein Satzbuchstabe nur
ein Buchstabe. Er kann verwendet werden, um komplexere Sätze
zu bilden, aber er kann nicht weiter unterteilt werden.



KAPITEL 5

Junktoren

Im vorigen Kapitel haben wir uns damit beschäftigt, ziemlich ein-
fache deutsche Sätze mit Satzbuchstaben der WFL zu symbolisie-
ren. Das führt dazu, dass wir uns mit den deutschen Ausdrücken
‘und’, ‘oder’, ‘nicht’ und so weiter beschäftigen wollen. Dies sind
Junktoren, auch Konnektive genannt—sie können verwendet wer-
den, um aus alten Sätzen neue zu bilden. In der WFL werden wir
Junktoren verwenden, um komplexe Sätze aus einfachen Sätzen
zu bilden. Die WFL hat fünf Junktoren. Die folgende Tabelle gibt
eine Übersicht über sie; dieses Kapitel erläutert sie.

symbol Name ungefähre Bedeutung
¬ Negation ‘Es ist nicht der Fall, dass . . .’
∧ Konjunktion ‘. . . und . . .’
∨ Disjunktion ‘(Entweder) . . . oder . . .’
→ Konditional ‘Wenn . . . dann . . .’
↔ Bikonditional ‘. . . wenn und nur wenn . . .’

Dies sind nicht die einzigen Junktoren des Deutschen. Andere
sind z.B. ‘es sei denn’, ‘weder . . . noch . . . , und ‘weil’. Wir werden
sehen, dass die ersten beiden durch die Junktoren, die wir disku-
tieren werden, ausgedrückt werden können. Dies ist nicht der Fall
für den Letzteren. ‘Weil’ ist, im Gegensatz zu den anderen, nicht
wahrheitsfunktional.

33
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5.1 Negation

Wie können wir die folgenden Sätze symbolisieren?

1. Mary ist in Barcelona.
2. Es ist nicht der Fall, dass Mary in Barcelona ist.
3. Mary ist nicht in Barcelona.

Um Satz 1 zu symbolisieren, brauchen wir einen Satzbuchstaben.
Hier ist unser Symbolisierungsschlüssel:

B : Mary ist in Barcelona.

Da Satz 2 offensichtlich mit Satz 1 verwandt ist, werden wir ihn
nicht mit einem völlig anderen Satzbuchstaben symbolisieren.
Grob gesagt bedeutet Satz 2 so etwas wie ‘Es ist nicht der Fall,
dass B ’. Um dies zu symbolisieren, brauchen wir ein Symbol, um
die Negation ‘Es ist nicht der Fall, dass’ zu repräsentieren. Hierzu
verwenden wir ‘¬’. Somit können wir Satz 2 mit ‘¬B ’ symbolisie-
ren.

Satz 3 enthält auch das Wort ‘nicht’, und er ist offensichtlich
notwendigerweise äquivalent zu Satz 2. Als solchen können wir
auch ihn mit ‘¬B ’ symbolisieren.

Ein Satz kann als ¬A symbolisiert werden, wenn er im
Deutschen als ‘Es ist nicht der Fall, dass. . . ’ paraphrasiert
werden kann.

Es wird helfen, einige weitere Beispiele durchzugehen:

1. Das Gerät kann ersetzt werden.
2. Das Gerät ist unersetzlich.
3. Das Gerät ist nicht unersetzlich.

Hier nutzen wir den folgenden Symbolisierungsschlüssel:

R: Das Gerät kann ersetzt werden.
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Satz 1 können wir nun als ‘R’ symbolisieren. Weiter zu Satz 2:
zu sagen, dass das Gerät unersetzlich ist, bedeutet, dass es nicht
der Fall ist, dass das Gerät ersetzt werden kann. Auch wenn Satz
2 das Wort ‘nicht’ nicht enthält, werden wir ihn daher als ‘¬R’
symbolisieren.

Satz 3 kann paraphrasiert werden als ‘Es ist nicht der Fall,
dass das Gerät unersetzlich ist’. Dies kann wiederum umschrie-
ben werden als ‘Es ist nicht der Fall, dass das Gerät nicht ersetzt
werden kann’. Wir können also diesen deutschen Satz mit dem
WFL-Satz ‘¬¬R’ symbolisieren.

Die Negation ist oft recht einfach anzuwenden. Aber in man-
chen Fällen ist Vorsicht geboten. Betrachten wir etwa:

4. Umut ist glücklich.
5. Umut ist unglücklich.

Wenn wir den WFL-Satz ‘G ’ den Satz ‘Umut ist glücklich’ symbo-
lisieren lassen, dann können wir den Satz 4 als ‘G ’ symbolisieren.
Es wäre jedoch ein Fehler, den Satz 5 mit ‘¬G ’ zu symbolisieren.
Wenn Umut unglücklich ist, dann ist er nicht glücklich; aber Satz
5 bedeutet nicht dasselbe wie ‘Es ist nicht der Fall, dass Umut
glücklich ist’. Laut dem Letzteren könnte Umut weder glücklich
noch unglücklich sein; er könnte sich in einem Zustand schierer
Gleichgültigkeit befinden. Um den Satz 5 zu symbolisieren, brau-
chen wir also einen neuen Satzbuchstaben der WFL.

5.2 Konjunktion

Betrachten wir ein paar weitere Sätze:

6. Adam ist sportlich.
7. Barbara ist sportlich.
8. Adam ist sportlich und Barbara ist auch sportlich.

Zunächst brauchen wir unterschiedliche Satzbuchstaben der
WFL um Sätze 6 and 7 zu symbolisieren; beispielsweise:



KAPITEL 5. JUNKTOREN 36

A: Adam ist sportlich.
B : Barbara ist sportlich.

Satz 6 kann nun als ‘A’ symbolisiert werden und Satz 7 als ‘B ’.
Satz 8 besagt ungefähr: ‘A und B ’. Wir brauchen also ein weiteres
Symbol um ‘und’ zu symbolisieren. Hierzu nutzen wir ‘∧’. Also
werden wir 8 als ‘(A ∧ B)’ symbolisieren. Diesen Junktor nennen
wir konjunktion. Wir sagen auch, dass ‘A’ und ‘B ’ die zwei
konjunkte der Konjunktion ‘(A ∧ B)’ sind.

Beachten Sie, dass wir keinen Versuch unternommen haben,
das Wort ‘auch’ im Satz 8 zu symbolisieren. Wörter wie ‘auch’
und ‘beide’ dienen dazu, unsere Aufmerksamkeit auf die Tatsa-
che zu lenken, dass zwei Dinge miteinander konjunktiert werden.
Es könnte sein, dass sie die Betonung eines Satzes beeinflussen,
aber wir werden (und können) solche Dinge in der WFL nicht
symbolisieren.

Einige weitere Beispiele helfen, diese Tatsache zu veranschau-
lichen:

9. Barbara ist sportlich und energisch.
10. Barbara und Adam sind beide sportlich.
11. Obwohl Barbara energisch ist, ist sie nicht sportlich.
12. Adam ist sportlich, aber Barbara is sportlicher als er.

Der Satz 9 ist offensichtlich eine Konjunktion. Der Satz sagt zwei
Dinge (über Barbara) aus. Im Deutschen ist es zulässig, sich nur
einmal auf Barbara zu beziehen. Man könnte daher annehmen,
dass wir den Satz 9 mit so etwas wie ‘B und energisch’ symboli-
sieren müssen. Das wäre allerdings ein Fehler. Sobald wir einen
Teil eines Satzes als ‘B ’ symbolisieren, geht jede weitere Struktur
verloren, da ‘B ’ ein Satzbuchstabe der WFL ist. Umgekehrt ist
‘energisch’ überhaupt kein deutscher Satz. Was wir anstreben, ist
so etwas wie ‘B und Barbara ist energisch’. Wir müssen also dem
Symbolisierungsschlüssel einen weiteren Satzbuchstaben hinzu-
fügen. Lassen wir ‘E’ ‘Barbara ist energisch’ symbolisieren. Nun
kann der gesamte Satz als ‘(B ∧ E)’ symbolisiert werden.
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Satz 10 sagt eine Sache über zwei verschiedene Subjekte aus.
Er sagt sowohl von Barbara als auch von Adam, dass sie sport-
lich sind, auch wenn wir im Deutschen das Wort ‘sportlich’ nur
einmal verwenden. Der Satz kann umschrieben werden als ‘Bar-
bara ist sportlich und Adam ist sportlich’. Wir können dies in der
WFL als ‘(B ∧A)’ symbolisieren, indem wir den gleichen Symbo-
lisierungsschlüssel verwenden, den wir bisher schon verwendet
haben.

Satz 11 ist etwas komplizierter. Das Wort ‘obwohl’ stellt einen
Kontrast zwischen dem ersten Teil des Satzes und dem zweiten
her. Dennoch sagt uns der Satz sowohl, dass Barbara energisch
ist, als auch, dass sie nicht sportlich ist. Um aus jedem der Kon-
junkten einen Satzbuchstaben zu machen, müssen wir ‘sie’ durch
‘Barbara’ ersetzen. So können wir Satz 11 umschreiben als ‘Bar-
bara ist energisch und Barbara ist nicht sportlich’. Das zweite
Konjunkt enthält eine Verneinung, sodass wir weiter paraphra-
sieren können: ‘Barbara ist energisch und es ist nicht der Fall, dass
Barbara sportlich ist’. Nun können wir dies mit dem WFL-Satz
‘(E∧¬B)’ symbolisieren. Beachten Sie, dass wir bei dieser Symbo-
lisierung einige Nuancen verloren haben. Es gibt einen deutlichen
Unterschied im Tonfall zwischen Satz 11 und ‘Barbara ist ener-
gisch und es ist nicht der Fall, dass Barbara sportlich ist’. WFL
bewahrt diese Nuancen nicht (und kann das auch nicht tun).

Satz 12 wirft ähnliche Fragen auf. Er hat eine kontrastieren-
de Struktur, aber mit dieser kann die WFL nicht umgehen. Wir
können den Satz also mit ‘Adam ist sportlich und Barbara ist
sportlicher als Adam’ umschreiben. (Beachten Sie, dass wir hier
das Pronomen ‘er’ durch ‘Adam’ ersetzen.) Wie sollen wir nun
mit dem zweiten Konjunkt umgehen? Wir haben bereits den Satz-
buchstaben ‘A’, der verwendet wird, um ‘Adam ist sportlich’ zu
symbolisieren, und den Satz ‘B ’, der verwendet wird, um ‘Bar-
bara ist sportlich’ zu symbolisieren; aber keiner der beiden ver-
gleicht Adams mit Barbaras Sportlichkeit. Um also den gesamten
Satz zu symbolisieren, brauchen wir einen neuen Satzbuchsta-
ben. Lassen Sie den WFL-Satz ‘R’ den deutschen Satz ‘Barbara
ist sportlicher als Adam’ symbolisieren. Jetzt können wir den Satz
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12 mit ‘(A ∧R)’ symbolisieren.

Ein Satz kann als (A∧ B) symbolisiert werden, wenn er
im Deutschen als ‘. . . und . . . ’ oder als ‘. . . , aber . . . ’ oder
als ‘Obwohl . . . , . . . ’ paraphrasiert werden kann.

An dieser Stelle fragen Sie sich vielleicht, warum wir Klam-
mern um die Konjunktionen setzen. Den Grund dafür sehen wir,
wenn wir darüber nachdenken, wie die Negation mit der Kon-
junktion interagiert. Betrachten Sie:

13. Es ist nicht der Fall, dass du die Suppe und den Salat krie-
gen wirst.

14. Du wirst die Suppe nicht kriegen, aber dafür den Salat.

Satz 13 können wir als ‘Es ist nicht der Fall, dass: du wirst die
Suppe kriegen und du wirst den Salat kriegen’ umschreiben. Mit-
hilfe des folgenden Symbolisierungsschlüssels:

S1: Du wirst die Suppe kriegen.
S2: Du wirst den Salat kriegen.

würden wir ‘du wirst die Suppe kriegen und du wirst den Salat
kriegen’ als ‘(S1∧S2)’ symbolisieren. Um Satz 13 zu symbolisieren,
negieren wir dann einfach den ganzen komplexen Satz: ‘¬(S1 ∧
S2)’.

Satz 14 ist eine Konjunktion: du wirst die Suppe nicht kriegen
und du wirst Salat kriegen. ‘Du wirst die Suppe nicht kriegen’
ist als ‘¬S1’ symbolisiert. Um den ganzen komplexen Satz 14 zu
symbolisieren, nutzen wir also ‘(¬S1 ∧ S2)’.

Die deutschen Sätze 13 und 14 sind sehr unterschiedlich.
Dementsprechend unterscheiden sich auch ihre Symbolisierun-
gen. In einem von ihnen wird die gesamte Konjunktion verneint.
In dem anderen wird nur einer der zwei Konjunkte verneint.
Klammern helfen uns, den Überblick zu behalten, z.B. über den
Geltungsbereich der Negation.
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5.3 Disjunktion

Wenden wir uns nun den folgenden Sätzen zu:

15. Fatima spielt Videospiele oder sie schaut Filme.
16. Entweder Fatima oder Omar spielt Videospiele.

Für diese Sätze können wir folgenden Symbolisierungsschlüssel
nutzen:

F : Fatima spielt Videospiele.
O : Omar spielt Videospiele.
M : Fatima schaut Filme.

Um diese Sätze zu symbolisieren, müssen wir allerdings ein neues
Symbol einführen. Satz 15 wird durch ‘(F ∨M )’ symbolisiert. Der
Junktor, den wir hier nutzen, nennen wir disjunktion. Wir sagen
auch, dass ‘F ’ und ‘M ’ die disjunkte der Disjunktion ‘(F ∨M )’
sind.

Satz 16 ist nur geringfügig komplizierter. Es gibt zwei Subjek-
te, aber das Verb kommt im deutschen Satz nur einmal vor. Wir
können Satz 16 jedoch so umschreiben: ‘Entweder Fatima spielt
Videospiele oder Omar spielt Videospiele’. Jetzt können wir ihn
natürlich durch ‘(F ∨O )’ symbolisieren.

Ein Satz kann als (A∨B) symbolisiert werden, wenn er im
Deutschen als ‘(Entweder). . . oder. . . ’ paraphrasiert wer-
den kann.

Manchmal wird im Deutschen das Wort ‘oder’ auf eine Wei-
se verwendet, die ausschließt, dass beide Disjunkte wahr sind.
Dies wird als ein ausschliessendes oder bezeichnet. Ein aus-
schließendes oder ist eindeutig gemeint, wenn auf der Speisekarte
eines Restaurants steht: ‘Burger kommt mit Salat oder Pommes’:
Sie können Salat haben; Sie können Pommes haben; aber wenn
Sie sowohl Salat als auch Pommes möchten, dann müssen Sie ei-
nen Aufpreis bezahlen.
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In andere Fällen lässt das Wort ‘oder’ die Möglichkeit of-
fen, dass beide Disjunkte wahr sind. Dies ist wahrscheinlich der
Fall bei Satz 16 oben. Fatima könnte alleine Videospiele spielen,
Omar könnte alleine Videospiele spielen, oder sie könnten beide
spielen. Satz 16 besagt lediglich, dass mindestens einer von ih-
nen Videospiele spielt. Dies ist ein einschliessendes oder. Das
WFL-Symbol ‘∨’ symbolisiert immer ein einschließendes oder.

Es ist auch lehrreich, zu betrachten, wie die Disjunktion mit
der Negation interagiert.

17. Entweder kriegst du keinen Salat oder du kriegst keine Sup-
pe.

18. Du wirst weder Suppe noch Salat kriegen.
19. Du kriegst Suppe oder Salat, aber nicht beides.

Unter Verwendung desselben Symbolisierungsschlüssels wie zu-
vor kann der Satz 17 folgendermaßen umschrieben werden: ‘Ent-
weder ist es nicht der Fall, dass du Suppe kriegst, oder es ist nicht
der Fall, dass du Salat kriegst’. Um dies in der WFL zu symbo-
lisieren, brauchen wir sowohl Disjunktion als auch Negation. ‘Es
ist nicht der Fall, dass du Suppe kriegst’ wird durch ‘¬S1 sym-
bolisiert. ‘Es ist nicht der Fall, dass du Salat kriegst’ wird durch
‘¬S2’ symbolisiert. Der Satz 17 selbst wird also durch ‘(¬S1∨¬S2)’
symbolisiert.

Satz 18 erfordert ebenfalls eine Negation. Er kann wie folgt
umschrieben werden: ‘Es ist nicht der Fall, dass: entweder be-
kommst du Suppe oder du bekommst Salat’. Da hier die ge-
samte Disjunktion negiert wird, symbolisieren wir Satz 18 mit
‘¬(S1 ∨ S2)’.

Satz 19 ist ausdrücklich ein ausschließendes oder. Wir können
den Satz in zwei Teile aufteilen. Der erste Teil besagt, dass du das
eine oder das andere kriegst. Wir symbolisieren dies als ‘(S1 ∨
S2)’. Der zweite Teil besagt, dass du nicht beides kriegst. Wir
können das umschreiben als: ‘Es ist nicht der Fall, dass du sowohl
Pommes als auch Salat kriegst’. Indem wir sowohl die Negation
als auch die Konjunktion verwenden, symbolisieren wir dies mit
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‘¬(S1∧S2)’. Jetzt müssen wir nur noch die zwei Teile kombinieren.
Wie wir oben gesehen haben, kann ‘aber’ normalerweise mit ‘∧’
symbolisiert werden. Der Satz 19 kann also mit ‘((S1∨S2)∧¬(S1∧
S2))’ symbolisiert werden.

Dieses letzte Beispiel zeigt etwas Wichtiges. Obwohl das
WFL-Symbol ‘∨’ immer ein einschließendes oder symbolisiert, kön-
nen wir ein ausschließendes oder in der WFL symbolisieren. Wir
müssen nur ein paar andere Symbole verwenden.

5.4 Konditional

Betrachten wir nun die folgenden Sätze:

20. Wenn Jean in Paris ist, dann ist sie in Frankreich.
21. Jean ist in Frankreich nur wenn Jean in Paris ist.

Wir nutzen den folgenden Symbolisierungsschlüssel:

P : Jean ist in Paris.
F : Jean ist in Frankreich.

Satz 20 hat ungefähr diese Form: ‘wenn P , dann F ’. Wir werden
das Symbol ‘→’ verwenden, um die Struktur ‘wenn. . . , dann. . . ’
zu symbolisieren. Satz symbolisieren wir daher 20 als ‘(P → F )’.
Der Junktor hier wird konditional genannt. Wir sagen, dass
‘P ’ das antezedens des Konditionals ‘(P → F )’ ist und ‘F ’ das
konsequens.

Satz 21 ist auch ein Konditional. Da das Wort ‘wenn’ in der
zweiten Hälfte des Satzes vorkommt, könnte es verlockend sein,
diesen Satz genau so wie Satz 20 zu symbolisieren. Das aber wäre
ein Fehler. Ihr geographisches Wissen sagt Ihnen, dass Satz 20
wahr ist: Es gibt keine Möglichkeit in der Jean in Paris ist, in
der sie nicht auch in Frankreich ist. Aber das gilt nicht für Satz
21: Wäre Jean in Dieppe, Lyon oder Toulouse, dann wäre sie in
Frankreich, ohne jedoch in Paris zu sein. Und dann wäre Satz
21 falsch. Da allein die Geographie die Wahrheit des Satzes 20
diktiert, während Reisepläne (sagen wir) notwendig sind, um die
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Wahrheit des Satzes 21 zu erkennen, müssen sie verschiedene
Bedeutungen haben.

Tatsächlich kann der Satz 21 so paraphrasiert werden: ‘Wenn
Jean in Frankreich ist, dann ist Jean in Paris’. Daher können wir
ihn durch ‘(F → P )’ symbolisieren.

Ein Satz kann als A → B symbolisiert werden, wenn er
als ‘Wenn A, dann B ’ oder ‘A nur wenn B ’ paraphrasiert
werden kann.

Zudem ist das Konditional nützlich, um auch noch einige wei-
tere deutsche Ausdrücke zu symbolisieren:

22. Damit Jean in Paris ist, ist es notwendig, dass Jean in Frank-
reich ist.

23. Es ist eine notwendige Bedingung dafür, dass Jean in Paris
ist, dass sie in Frankreich ist.

24. Damit Jean in Frankreich ist, reicht es, dass Jean in Paris
ist.

25. Es ist eine hinreichende Bedingung dafür, dass Jean in
Frankreich ist, dass sie in Paris ist.

Wenn wir darüber nachdenken, bedeuten diese vier Sätze alle
dasselbe: ‘Wenn Jean in Paris ist, dann ist Jean in Frankreich’. Sie
können also alle durch ‘(P → F )’ symbolisiert werden.

Es ist wichtig, dass der Junktor ‘→’ uns nur sagt, dass, wenn
das Antezedens wahr ist, auch das Konsequens wahr ist. Er sagt
nichts über eine kausale Verbindung zwischen zwei Ereignissen
(zum Beispiel) aus. Tatsächlich gehen sehr viele Nuancen verlo-
ren, wenn wir ‘→’ verwenden, um verschiedene deutsche Kondi-
tionale zu symbolisieren. Auf dieses Thema werden wir in §§10.3
und 12.5 zurückkommen.

5.5 Bikonditional

Wenden wir uns nun den folgenden Sätzen zu:
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26. Laika ist ein Hund nur wenn sie ein Säugetier ist.
27. Laika ist ein Hund, wenn sie ein Säugetier ist.
28. Laika ist ein Hund wenn und nur wenn sie ein Säugetier

ist.

Wir nutzen den folgenden Symbolisierungschlüssel:

D : Laika ist ein Hund.
M : Laika ist ein Säugetier.

Wie wir oben gesehen haben, kann Satz 26 als ‘(D → M )’ sym-
bolisiert werden.

Satz 27 kann nicht auf diese Art symbolisiert werden. Die-
ser Satz kann als ‘Wenn Laika ein Säugetier ist, dann ist sie ein
Hund’ umgeschrieben werden. Also können wir ihn als ‘M → D ’
symbolisieren.

Der Satz 28 sagt etwas Stärkeres aus als 26 und 27. Er kann
wie folgt paraphrasiert werden: ‘Laika ist ein Hund, wenn Laika
ein Säugetier ist, und Laika ist ein Hund nur wenn Laika ein
Säugetier ist’. Dies ist einfach die Konjunktion der Sätze 26 und
27. Wir können es also als ‘(D → M ) ∧ (M → D)’ symbolisieren.
Wir nennen dies einen bikonditional, weil wir in Sätzen wie
diesem beide Richtungen des Konditionals finden.

Auf diese Weise könnten wir jeden Bikonditional behandeln.
So wie wir also kein neues WFL-Symbol brauchen, um mit dem
ausschließenden oder umzugehen, so brauchen wir eigentlich auch
kein neues WFL-Symbol, um mit dem Bikonditional umzugehen.
Da das Bikonditional jedoch so häufig vorkommt, werden wir für
es dennoch das Symbol ‘↔’ verwenden. Wir können dann den
Satz 28 mit dem WFL-Satz ‘(D ↔ M )’ symbolisieren.

Der Ausdruck ‘wenn und nur wenn’ kommt vor allem in der
Philosophie, Mathematik und Logik sehr häufig vor (dort mei-
stens im Englischen ‘if and only if’). Er wird auch häufig mit
‘genau dann, wenn’ (im Englischen: ‘just in case’) oder als ‘dann
und nur dann, wenn’. Der Kürze halber werden wir ihn manch-
mal auch mit dem schnittigen ‘gdw’ abkürzen.
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Ein Satz kann als A ↔ B symbolisiert werden, wennn
er als ‘. . . wenn und nur wenn. . . ’, ‘. . . dann und nur dann,
wenn. . . ’ oder ‘. . . genau dann, wenn. . . ’ paraphrasiert wer-
den kann.

Beim Umgang mit Konditionalen und Bikonditionalen, wie
wir sie im Deutschen ausdrücken, ist Vorsicht geboten. Gewöhn-
liche Menschen, die Deutsch sprechen, benutzen oft ‘wenn. . . ,
dann. . . ’, wenn sie wirklich etwas wie ‘. . . dann und nur dann,
wenn. . . ’ benutzen wollen. Vielleicht haben Ihnen Ihre Eltern das
als Kind gesagt: ‘Wenn du dein Gemüse nicht isst, bekommst du
keinen Nachtisch’. Aber nehmen Sie nun an, dass Ihr Gemüse
essen, aber Ihre Eltern sich dennoch weigern, Ihnen einen Nach-
tisch zu geben; mit der Begründung, dass sie ja nur das Kondi-
tional genutzt hatten (in etwa: ‘Wenn du deinen Nachtisch be-
kommst, dann hast du dein Gemüse gegessen’) und nicht das
Bikonditional (in etwa: ‘Du bekommst deinen Nachtisch genau
dann, wenn du dein Gemüse isst’). Nun könnten Sie zu Recht
auf Ihre Eltern sauer sein. Denn was Ihre Eltern sagten, wird un-
ter normalen Umständen als ein Bikonditional verstanden und
nicht als ein Konditional. Seien Sie sich dessen bewusst, wenn
Sie Menschen interpretieren; aber achten Sie darauf, dass Sie in
Ihren eigenen Texten das Bikonditional verwenden, wenn Sie es
beabsichtigen.

5.6 Es sei denn. . .

Wir haben nun alle Junktoren der WFL vorgestellt. Wir können
sie zusammen verwenden, um viele Arten von Sätzen zu symboli-
sieren. Ein besonders schwieriger Fall ist das deutsche Konnektiv
‘. . . es sei denn. . . ’. (Ähnlich verhält sich auch ‘. . . außer. . . ’.) Die-
sem wenden wir uns nun kurz zu.

29. Du wirst dich erkälten, es sei denn, du trägst eine Jacke.
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Um diesen Satz zu symbolisieren, nutzen wir den folgenden Sym-
bolisierungsschlüssel:

J : Du trägst eine Jacke.
D : Du wirst dich erkälten.

Dieser Satz besagt, dass du dich erkälten wirst, wenn du keine
Jacke trägst. In diesem Sinne können wir den Satz als ‘(¬ J → D)’
symbolisieren.

Gleichfalls besagt dieser Satz auch, dass du, wenn du dich
nicht erkältest, eine Jacke getragen hast. In diesem Sinne können
wir den Satz auch als ‘(¬D → J )’ symbolisieren.

Wiederum gleichfalls besagt dieser Satz aber auch, dass du
entweder eine Jacke trägst oder dich erkältest. In diesem Sinne
können wir den Satz als ‘( J ∨D)’ symbolisieren.

Alle drei Optionen sind korrekte Symbolisierungen. In Kapi-
tel 12 werden wir zudem sehen, dass diese drei Optionen in der
WFL notwendigerweise äquivalent sind.

Ein Satz kann als (A∨ B) symbolisiert werden, wenn er
als ‘B , es sei denn, A’ paraphrasiert werden kann.

Aber auch hier gibt es eine kleine Schwierigkeit. ‘Es sei denn’
kann als ein Konditional symbolisiert werden; doch wie wir schon
gesagt haben, verwenden Menschen oft das Konditional (allein),
wenn sie den Bikonditional verwenden wollen. Gleichermaßen
kann ‘es sei denn’ als eine Disjunktion symbolisiert werden; aber
es gibt zwei Arten von Disjunktion (aus- und einschließend). Es
wird Sie also nicht überraschen, wenn Sie feststellen, dass ge-
wöhnliche Sprecher des Deutschen ‘es sei denn’ oft verwenden,
um etwas zu sagen, dass eher so etwas wie der Bikonditional oder
die exklusive Disjunktion bedeutet. Nehmen Sie z.B. an, jemand
sagt: ‘Ich werde laufen gehen, es sei denn es regnet’. Diese Per-
son meint wahrscheinlich so etwas wie: ‘Ich werde dann und nur
dann laufen gehen, wenn es nicht regnet’ (d.h. das Bikonditional)
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oder ‘Entweder werde ich laufen gehen oder es wird regnen, aber
nicht beides’ (d.h. die ausschließende Disjunktion).

Übungen

A. Symbolisieren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL
mithilfe des angegebenen Symbolisierungsschlüssels.

M : Diese Wesen sind Männer in Anzügen.
C : Diese Wesen sind Schimpansen.
G : Diese Wesen sind Gorillas.

1. Diese Wesen sind keine Männer in Anzügen.
2. Diese Wesen sind Männer in Anzügen oder auch nicht.
3. Diese Wesen sind entweder Gorillas oder Schimpansen.
4. Diese Wesen sind weder Gorillas noch Schimpansen.
5. Wenn diese Wesen Schimpansen sind, dann sind sie weder

Gorillas noch Männer in Anzügen.
6. Diese Wesen sind Männer in Anzügen, es sei denn, sie sind

entweder Schimpansen oder Gorillas.

B. Symbolisieren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL
mithilfe des angegebenen Symbolisierungsschlüssels.

A: Mister Ace wurde ermordet.
B : Der Butler hat es getan.
C : Der Koch hat es getan.
D : Die Gräfin lügt.
E : Mister Edge wurde ermordet.
F : Die Mordwaffe war eine Bratpfanne.

1. Entweder wurde Mister Ace oder Mister Edge ermordet.
2. Wenn Mister Ace ermordet wurde, dann hat der Koch es

getan.
3. Wenn Mister Edge ermordet wurde, dann hat der Koch es

nicht getan.
4. Entweder hat es der Butler getan oder die Gräfin lügt.
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5. Der Koch hat es getan, nur, wenn die Gräfin lügt.
6. Wenn die Mordwaffe eine Bratpfanne war, dann hat der

Koch es getan.
7. Wenn die Mordwaffe keine Bratpfanne war, dann war der

Täter entweder der Koch oder der Butler.
8. Mister Ace wurde ermordert genau dann, wenn Mister

Edge nicht ermordet wurde.
9. Die Gräfin lügt, es sei denn, es war Mister Edge, der ermor-

det wurde.
10. Wenn Mister Ace umgebracht wurde, wurde er mit einer

Bratpfanne ermordet.
11. Weil der Koch es getan hat, hat der Butler es nicht getan.
12. Natürlich lügt die Gräfin!

C. Symbolisieren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL
mithilfe des angegebenen Symbolisierungsschlüssels.

E1: Ava ist eine Elektrikerin.
E2: Harrison ist ein Elektriker.
F1: Ava ist eine Feuerwehrfrau.
F2: Harrison ist ein Feuerwehrmann.
S1: Ava ist zufrieden mit ihrer Karriere.
S2: Harrison ist zufrieden mit seiner Karriere.

1. Ava und Harrison sind beide Elektriker*innen.
2. Wenn Ava eine Feuerwehrfrau ist, dann ist sie mit ihrer

Karriere zufrieden.
3. Ava ist eine Feuerwehrfrau, es sei denn sie ist eine Elektri-

kerin.
4. Harrison ist ein unzufriedener Elektriker.
5. Weder Ava noch Harrison sind Elektriker*innen.
6. Ava und Harrison sind beide Elektriker*innen, aber keine*r

der beiden ist zufrieden mit der eigenen Karriere.
7. Harrison ist zufrieden nur wenn er Elektriker ist.
8. Wenn Ava keine Elektrikerin ist, dann ist auch Harrison

keiner, aber wenn sie eine ist, dann ist er auch einer.
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9. Ava ist zufrieden mit ihrer Karriere dann und nur dann,
wenn Harrison mit seiner nicht zufrieden ist.

10. Wenn Harrison Elektriker und Feuerwehrmann ist, dann ist
er mit seiner Karriere zufrieden.

11. Es kann nicht sein, dass Harrison Elektriker und Feuerwehr-
mann ist.

12. Harrison und Ava sind beide bei der Feuerwehr genau
dann, wenn weder Harrison noch Ava Elektriker*innen
sind.

D. Symbolisieren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL
mithilfe des angegebenen Symbolisierungsschlüssels.

J1: John Coltrane spielte Tenorsaxophon.
J2: John Coltrane spielte Sopransaxophon.
J3: John Coltrane spielte Tuba.
M1: Miles Davis spielte Trompete.
M2: Miles Davis spielte Tuba.

1. John Coltrane spielte Tenor- und Sopransaxophon.
2. Weder Miles Davis noch John Coltrane spielten Tuba.
3. John Coltrane spielte nicht sowohl Tenorsaxophon als auch

Tuba.
4. John Coltrane spielte nicht Tenorsaxophon, es sei denn, er

spielte auch Sopransaxophon
5. John Coltrane spielte nicht Tuba, aber Miles Davis schon.
6. Miles Davis spielte Trompete nur, wenn er auch Tuba spiel-

te.
7. Wenn Miles Davis Trompete spielte, dann spielte John Col-

trane zumindest dieser drei Instrumente: Tenorsaxophon,
Sopransaxophon oder Tuba.

8. Wenn John Coltrane Tuba spielte, dann spielte Miles Davis
weder Trompete noch Tuba.

9. Miles Davis und John Coltrane spielten beide Tuba dann
und nur dann, wenn Coltrane nicht Tenorsaxophon und
Miles Davis nicht Trompete spielte.
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E. Geben Sie einen Symbolisierungsschlüssel an und symbolisie-
ren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL.

1. Alice und Bob sind beide Spione.
2. Wenn entweder Alice oder Bob ein*e Spion*in ist, dann

wurde der Code geknackt.
3. Wenn weder Alice noch Bob Spione sind, dann wurde der

Code nicht geknackt.
4. Die Deutsche Botschaft wird in einem Aufruhr sein, es sei

denn jemand hat den Code geknackt.
5. Entweder wurde der Code geknackt oder nicht; wie dem

auch sei, die Deutsche Botschaft wird in einem Aufruhr
sein.

6. Alice oder Bob ist ein*e Spion*in, aber nicht beide.

F. Geben Sie einen Symbolisierungsschlüssel an und symbolisie-
ren Sie die folgenden deutschen Sätze in der WFL.

1. Wenn Essen in den Pridelands zu finden ist, dann wird Ra-
fiki über zerquetschte Bananen reden.

2. Rafiki wird über zerquetschte Bananen reden, es sei denn
Simba lebt.

3. Rafiki wird über zerquetschte Bananen reden oder auch
nicht; wie dem auch sei, es wird Essen in den Pridelands
zu finden sein.

4. Scar wird König bleiben dann und nur dann, wenn Essen
in den Pridelands zu finden ist.

5. Wenn Simba lebt, dann wird Scar nicht König bleiben.

G. Für jedes Argument, geben Sie einen Symbolisierungsschlüs-
sel an und symbolisieren Sie alle Sätze des Arguments in WFL.

1. Wenn Dorothy morgens Klavier spielt, dann wacht Roger
unleidlich auf. Dorothy spielt morgens Klavier, es sei denn
sie wird abgelenkt. Also, wenn Roger nicht unleidlich auf-
wacht, dann muss Dorothy abgelenkt werden.

2. Dienstags wird es entweder regnen oder schneien. Wenn
es regnet, wird Neville traurig sein. Wenn es schneit, dann
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wird Neville kalt sein. Folglich wird Neville Dienstags ent-
weder traurig oder kalt sein.

3. Wenn Zoog sich an seine häuslichen Pflichten erinnert,
dann sind Dinge sauber, aber nicht ordentlich. Wenn er auf
sie vergessen hat, dann sind Dinge ordentlich, aber nicht
sauber. Demzufolge sind Dinge entweder ordentlich oder
sauber, aber nicht beides.

H. Für jedes Argument, geben Sie einen Symbolisierungsschlüs-
sel an und symbolisieren Sie alle Sätze des Arguments, so gut es
geht, in WFL. Die Passage in Kursiv erklärt die Umstände und
muss nicht symbolisiert werden.

1. Es regnet bald. Ich weiß das, weil mein Bein schmerzt und
mein Bein schmert wenn es bald regnet.

2. Spider-man versucht, den Plan des Bösewichts zu erkennnen.
Wenn Doctor Octopus das Uranium kriegt, dann wird er
die Stadt erpressen. Ich bin mir dessen sicher, weil, wenn
Doctor Octopus das Uranium kriegt, dann kann er eine
schmutzige Bombe bauen und wenn er eine schmutzige
Bombe bauen kann, dann wird er die Stadt erpressen.

3. Wir versuchen die Politik der chinesichen Regierung zu verste-
hen. Wenn die Chinesische Regierung den Wassermangel
in Peking nicht lösen kann, dann wird sie die Hauptstadt
verlegen müssen. Das will sie nicht. Also muss sie den Was-
sermangel lösen. Aber der einzige Weg das zu tun ist, fast
das gesamteWasser des Yangze-Flusses nach Norden umzu-
leiten. Deshalb wird die chinesische Regierung das Projekt
zur Umleitung von Wasser aus dem Süden in den Norden
unterstützen.

I. Wir symbolisierten das ausschließende oder mit ‘∨’, ‘∧’ und ‘¬’.
Wie könnten Sie ein ausschließendes oder mit nur zwei Junktoren
symbolisieren? Gibt es eine Möglichkeit, ein ausschließendes oder
mit nur einem Junktor zu symbolisieren?
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Sätze der WFL

Der Satz ‘Entweder sind Äpfel rot oder Beeren sind blau’ ist ein
Satz der deutschen Sprache und der Satz ‘(A∨B)’ ist ein Satz der
WFL. Obwohl wir Sätze der deutschen Sprache erkennen können,
wenn wir ihnen begegnen, haben wir keine formale Definition von
‘Satz der deutschen Sprache’. Aber in diesem Kapitel werden
wir genau definieren, was als ein Satz der WFL gilt. Dies ist ein
Aspekt, in dem eine formale Sprache wie die WFL präziser als
eine natürliche Sprache wie Deutsch ist.

6.1 Ausdrücke

Uns sind bereits drei verschiedene Arten von Symbolen der WFL
bekannt:

Einfache Sätze A,B,C, . . . ,Z
falls nötig, mit Subskripten A1,B1,Z1,A2,A25, J375, . . .

Junktoren ¬,∧,∨,→,↔

Klammern ( , )

Ein ausdruck der wfl ist eine beliebige Zeichenfolge von Sym-
bolen der WFL. Also: Wenn Sie eine beliebige Folge von Symbo-
len der WFL aufschreiben, in beliebiger Reihenfolge, dann haben
Sie einen Ausdruck der WFL.

51
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6.2 Sätze

Angesichts dessen, was wir gerade gesagt haben, ist ‘(A ∧ B)’
ein Ausdruck der WFL. Das gleiche gilt aber auch für ‘¬)(∨() ∧
(¬¬())((B ’. Ersteres ist jedoch ein Satz, während letzteres Unsinn
ist. Wir brauchen also einige Regeln, die uns sagen, welche WFL-
Ausdrücke Sätze sind und nicht nur Unsinn.

Klar ist, dass einzelne Satzbuchstaben wie ‘A’ und ‘G13’ als
Sätze zählen. (Wir nennen sie auch einfache Sätze.) Aus ihnen
können wir weitere Sätze bilden, indem wir die Junktoren ver-
wenden. Mit Hilfe der Negation können wir ‘¬A’ und ‘¬G13’ bil-
den. Mit Hilfe der Konjunktion können wir ‘(A∧G13)’, ‘(G13∧A)’,
‘(A∧A)’ und ‘(G13∧G13)’ bilden. Wir könnten auch wiederholt die
Negation anwenden, um Sätze wie ‘¬¬A’ zu erhalten. Oder die
Negation zusammen mit der Konjunktion anwenden, um Sätze
wie ‘¬(A ∧G13)’ und ‘¬(G13 ∧ ¬G13)’ zu erhalten. Die Kombina-
tionsmöglichkeiten sind endlos, selbst wenn man nur mit diesen
beiden Satzbuchstaben beginnt. Hinzu kommt, dass es auch un-
endlich viele Satzbuchstaben gibt! Es macht also keinen Sinn, alle
Sätze einzeln aufzulisten.

Stattdessen werden wir den Prozess beschreiben, durch den
Sätze konstruiert werden können. Betrachten wir die Negation:
Für jeden beliebigen Satzes Ader WFL ist ¬Aein Satz der WFL.
(Warum die komische Schriftart? Darauf kommen wir in §8.3 zu-
rück). Wir können ähnliche Dinge für jeden der anderen Junk-
toren sagen. Wenn zum Beispiel A und B Sätze der WFL sind,
dann ist (A∧B) ein Satz der WFL. Wenn wir für alle Junktoren
Klauseln wie diese geben, dann kommen wir zu der folgenden
formalen Definition eines satzes der wfl:
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1. Jeder Satzbuchstabe ist ein Satz.

2. Wenn A ein Satz ist, dann ist ¬A ein Satz.

3. Wenn Aund BSätze sind, dann ist (A∧B) ein Satz.

4. Wenn Aund BSätze sind, dann ist (A∨B) ein Satz.

5. Wenn A und B Sätze sind, dann ist (A → B) ein
Satz.

6. Wenn A und B Sätze sind, dann ist (A ↔ B) ein
Satz.

7. Nichts anderes ist ein Satz.

Definitionen wie diese werden induktiv genannt. Solche De-
finitionen beginnen mit einigen spezifizierbaren Basiselementen
und zeigen dann Wege auf, wie man durch das Zusammenset-
zen von schon spezifizierten Elementen weitere Elemente baut.
Damit wir uns besser vorstellen können, was eine induktive Defi-
nition ist, können wir eine induktive Definition des Begriffs eines
Vorfahren geben. Wir spezifizieren einen Basissatz.

• Meine Eltern sind meine Vorfahren.

und geben dann weitere Klauseln wie

• Wenn x einer meiner Vorfahren ist, dann sind die Eltern
von x meine Vorfahren.

• Nichts anderes ist einer meiner Vorfahren.

an. Anhand dieser Definition können wir leicht überprüfen, ob je-
mand mein Vorfahre ist: Wir prüfen einfach, ob er der Elternteil
eines Elternteils. . . einer meiner Eltern ist. Dasselbe gilt auch für
unsere induktive Definition von Sätzen der WFL. Genau so wie
die induktive Definition es erlaubt, komplexe Sätze aus einfache-
ren Teilen aufzubauen, erlaubt sie uns auch, komplexe Sätze in
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ihre einfacheren Teile zu zerlegen. Wenn wir erst einmal zu den
Satzbuchstaben kommen, dann wissen wir, dass wir was richtig
gemacht haben.

Lassen Sie uns einige Beispiele betrachten.
Nehmen Sie an, wir wollen wissen, ob ‘¬¬¬D ’ ein Satz der

WFL ist. Mittels der zweiten Klausel der Definition wissen wir,
dass ‘¬¬¬D ’ ein Satz ist wenn ‘¬¬D ’ ein Satz ist. Jetzt müssen
wir also fragen, ob ‘¬¬D ’ ein Satz ist oder nicht. Betrachten wir
noch einmal den zweiten Satz der Definition, dann ist ‘¬¬D ’ ein
Satz wenn ‘¬D ’ ein Satz ist. Schließlich ist ‘¬D ’ ein Satz wenn ‘D ’
ein Satz ist. Da ‘D ’ aber ein Satzbuchstabe der WFL ist, wissen
wir, dass ‘D ’ ein Satz ist; dies verdanken wir der ersten Klausel
unserer induktiven Definition. Für einen zusammengesetzten Satz
wie ‘¬¬¬D ’ müssen wir nur die Definition wiederholt anwenden.
Schlussendlich gelangen wir zu den Satzbuchstaben, aus denen
der Satz aufgebaut ist.

Als nächstes betrachten wir das Beispiel ‘¬¬(P ∧¬(¬Q ∨R))’.
Betrachtet man den zweiten Satz der Definition, so ist dies ein
Satz, wenn ‘(P ∧ ¬(¬Q ∨ R))’ ein Satz ist, und dies ist ein Satz,
wenn ‘P ’ und ‘¬(¬Q ∨ R)’ Sätze sind. Ersterer ist ein Satzbuch-
stabe und letzterer ist ein Satz, wenn ‘(¬Q ∨R)’ ein Satz ist. Das
ist ein Satz. Denn wenn man sich die vierte Klausel unserer Defi-
nition ansieht, dann ist dies ein Satz, wenn sowohl ‘¬Q ’ als auch
‘R’ Sätze sind. Und das sind sie!

Letztendlich ist jeder Satz aus Satzbuchstaben gebaut. Wenn
wir es mit einem Satz zu tun haben, der selbst kein Satzbuchsta-
be ist, dann können wir sehen, dass es irgendeinen Junktor geben
muss, der bei der Konstruktion dieses Satzes als Letzter genutzt
wurde. Wir nennen dieses Junktor den hauptjunktor des Sat-
zes. Im Fall von ‘¬¬¬¬D ’ ist der Hauptjunktor das allererste ‘¬’-
Symbol. Im Falle von ‘(P ∧¬(¬Q ∨R))’ ist der Hauptjunktor ‘∧’.
Im Fall von ‘((¬E ∨ F ) → ¬¬G )’ ist der Hauptjunktor‘→’.

In der Regel können Sie den Hauptjunktor eines Satzes mit
Hilfe der folgenden Methode finden:

• Wenn das erste Symbol des Satzes ‘¬’ ist, dann ist dies der
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Hauptjunktor.
• Andernfalls beginnen Sie die Klammern zu zählen. Für jede
offene Klammer, ‘(’, addiere 1; für jede geschlossene Klam-
mer, i.e., ‘)’, subtrahiere 1. Wenn der Zähler genau bei 1 ist,
dann ist der nächste Junktor (außer ‘¬’) der Hauptjunktor.

(Anmerkung: Wenn Sie diese Methode verwenden, dann ach-
ten Sie darauf, dass Sie alle Klammern im relevanten Satz kennt-
lich machen, anstatt einige auszulassen, wie es die Konventionen
von S6.3 vorsehen)!

Die induktive Struktur von Sätzen der WFL ist wichtig, wenn
wir die Umstände betrachten, unter denen ein bestimmter Satz
wahr oder falsch ist. Der Satz ‘¬¬¬D ’ ist wahr dann und nur
dann, wenn der Satz ‘¬¬D ’ falsch ist, und so weiter der Struktur
des Satzes folgend, bis wir zu den einfachen Sätzen, den Satz-
buchstaben gelangen. Wir werden hierauf in Teil III zurückkom-
men.

Die induktive Struktur von Sätzen der WFL erlaubt es uns
auch, eine formale Definition des geltungsbereichs einer Ne-
gation zu geben (erwähnt in §5.2). Der Geltungsbereich eines ‘¬’
ist der Teilsatz, für den ‘¬’ der Hauptjunktor ist. Betrachten Sie
einen Satz wie:

(P ∧ (¬(R ∧ B) ↔ Q ))

der durch die Verbindung von ‘P ’ mit ‘(¬(R ∧ B) ↔ Q )’ gebaut
wurde. Dieser Satz wiederum wurde konstruiert, indem ein Bi-
konditional zwischen ‘¬(R∧B)’ und ‘Q ’ gesetzt wurde. Der erste-
re dieser zwei Sätze wiederum – ein Teilsatz unseres ursprüngli-
chen Satzes – ist ein Satz, dessen Hauptjunktor ‘¬’ ist. Der Gel-
tungsbereich der Negation ist also nur ‘¬(R ∧ B)’. Allgemeiner
ausgedrückt:

Der geltungsbereich eines Junktors (in einem Satz) ist
der Teilsatz, für den dieser Junktor der Hauptjunktor ist.
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6.3 Klammerkonventionen

Streng genommen sind die Klammern in ‘(Q ∧ R)’ ein unver-
zichtbarer Bestandteil des Satzes. Das liegt zum Teil daran, dass
wir ‘(Q ∧ R)’ als Teilsatz in einem komplizierteren Satz verwen-
den könnten. Zum Beispiel könnten wir ‘(Q ∧ R)’ negieren und
so ‘¬(Q ∧ R)’ erhalten. Wenn wir nur ‘Q ∧ R’ ohne die Klam-
mern hätten und eine Negation davor setzen würden, bekämen
wir ‘¬Q ∧ R’. Es ist natürlich, dies so zu lesen, dass es dassel-
be bedeutet wie ‘(¬Q ∧ R)’, aber wie wir in §5.2 gesehen haben,
unterscheidet sich dies von ‘¬(Q ∧R)’.

Streng genommen ist ‘Q ∧R’ also kein Satz. Es ist ein bloßer
Ausdruck. Wenn wir jedoch mit der WFL arbeiten, wird es unser
Leben erleichtern, wenn wir manchmal etwas weniger streng sind.
Hier sind also einige praktische Konventionen.

Erstens erlauben wir uns, die äußersten Klammern eines Sat-
zes wegzulassen. So erlauben wir uns, ‘Q ∧R’ anstelle des Satzes
‘(Q ∧ R)’ zu schreiben. Wir müssen jedoch daran denken, die
Klammern wieder einzufügen, wenn wir den Satz in einen kom-
plizierteren Satz einbetten wollen.

Zweitens können lange Sätze mit vielen verschachtelten Klam-
mernpaaren schwer leserlich sein. Um uns das Lesen zu erleich-
tern, werden wir uns erlauben, eckige Klammern, ‘[’ und ‘]’, an-
stelle von runden Klammern zu verwenden. Es gibt also bei-
spielsweise keinen logischen Unterschied zwischen ‘(P ∨Q )’ und
‘[P ∨Q ]’.

Wenn wir diese beiden Konventionen kombinieren, können
wir den sperrigen Satz

((((H → I ) ∨ (I → H )) ∧ ( J ∨ K ))

etwas deutlicher umformulieren, nämlich wie folgt:[
(H → I ) ∨ (I → H )

]
∧ ( J ∨ K )

Der Geltungsbereich der einzelnen Junktore ist nun leichter er-
sichtlich.
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Übungen

A. Für jedes der folgenden Dinge: (a) Handelt es sich, streng ge-
nommen, um einen Satz der WFL? (b) Handelt es sich um einen
Satz der WFL, wenn wir unsere lockeren Klammerkonventionen
berücksichtigen?

1. (A)
2. J374 ∨ ¬ J374
3. ¬¬¬¬F
4. ¬ ∧ S
5. (G ∧ ¬G )
6. (A → (A ∧ ¬F )) ∨ (D ↔ E)
7. [(Z ↔ S ) →W ] ∧ [ J ∨ X ]
8. (F ↔ ¬D → J ) ∨ (C ∧D)

B. Gibt es Sätze der WFL, die keine Satzbuchstaben enthalten?
Begründen Sie.

C. Welchen Geltungsbereich haben die einzelnen Junktoren im
folgenden Satz? [

(H → I ) ∨ (I → H )
]
∧ ( J ∨ K )



KAPITEL 7

Mehrdeutigkeit

Im Deutschen können Sätze mehrdeutig sein, d.h. sie können
mehr als eine Bedeutung haben. Es gibt viele Quellen der Mehr-
deutigkeit. Eine davon ist die lexische Mehrdeutigkeit: Ein Satz
kann Wörter enthalten, die mehr als eine Bedeutung haben. Zum
Beispiel kann ‘Bank’ eine Parkbank oder eine Finanzinstitution
bedeuten. Ich könnte also sagen: ‘Ich gehe zur Bank’, wenn ich
einen Spaziergang im Park mache und mich auf eine Parkbank
setzen will, oder, wenn ich ein Konto eröffnen will. Je nach Si-
tuation zielen wir auf unterschiedliche Bedeutungen von ‘Bank’
ab. Also drückt der Satz, wenn er in diesen unterschiedlichen
Situationen geäußert wird, unterschiedliche Bedeutungen aus.

Eine andere Art von Zweideutigkeit ist die strukturelle Mehr-
deutigkeit. Sie entsteht, wenn ein Satz auf unterschiedliche Weise
interpretiert werden kann und je nach Interpretation eine andere
Bedeutung ausgewählt wird. Hier ist ein Beispiel:

Alice sah ihren Nachbarn mit einem Fernglas.

Dieser Satz kann auf zwei verschiedene Weisen interpretiert wer-
den. Laut einer Interpretation ist das Fernglas das Werkzeug,
mittels dessen Alice ihren Nachbarn sah. Der Satz besagt also,
dass Alice ein Fernglas hat und, dass sie ihren Nachbarn gesehen
hat, als sie ihr Fernglas benutzt hat. Laut der zweiten Interpre-
tation is das Fernglas im Besitz des Nachbarn. Der Satz besagt
also, dass Alice ihren Nachbarn sah und, dass dieser Nachbar
gerade ein Fernglas dabei hatte.
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Wenn der Satz geäußert wird, ist in der Regel nur eine Be-
deutung beabsichtigt. Welche der möglichen Bedeutungen mit
der Äußerung eines Satzes beabsichtigt ist, wird durch den Kon-
text oder manchmal auch durch die Art der Äußerung bestimmt
(z.B. dadurch, welche Teile des Satzes betont werden). Oft ist es
sogar schwer, die unbeabsichtigte Lesart zu sehen. Dies kann ein
Grund sein, wieso ein Witz funktioniert, wie in diesem englisch-
sprachigen Beispiel von Groucho Marx:

One morning I shot an elephant in my pajamas.
How he got in my pajamas, I don’t know.

Mehrdeutigkeit hat oft mit Vagheit zu tun, ist aber nicht das-
selbe wie sie. Ein Adjektiv, z.B. ‘reich’ oder ‘groß’, ist vage, wenn
es nicht immer möglich ist, zu bestimmen, ob es zutrifft oder
nicht. Eine Person, die zum Beispiel 1,9 m groß ist, ist klarerwei-
se groß, aber ein Gebäude dieser Größe ist winzig. Hier spielt
der Kontext eine Rolle bei der Bestimmung der eindeutigen Fäl-
le und der eindeutigen Nicht-Fälle (‘groß für eine Person’, ‘groß
für einen Basketballspieler’, ‘groß für ein Gebäude’). Doch selbst
wenn der Kontext klar ist, gibt es immer noch Fälle, die im vagen
Bereich liegen (wie viele cm muss man groß sein um als groß zu
gelten? 1,78m, 1,79m?), sogenannte grenzfälle.

In der WFL bemühen wir uns im Allgemeinen, Mehrdeutig-
keiten zu vermeiden. Wir werden versuchen, unsere Symbolisie-
rungsschlüssel so zu gestalten, dass sie keine mehrdeutigen Wör-
ter verwenden oder sie zu vereindeutigen, wenn einWort mehrere
Bedeutungen hat. So benötigt z.B. Ihr Symbolisierungsschlüssel
zwei verschiedene Satzbuchstaben für ‘Rebecca ging zur (Geld-
)Bank’ und ‘Rebecca ging zur (Park-)Bank’. Vagheit ist schwie-
riger zu vermeiden. Da wir festgelegt haben, dass in jedem Fall
(und später bei jeder Bewertung) jeder einfache Satz (oder Satz-
buchstabe) entweder wahr oder falsch ist, können wir Grenzfälle
in der WFL nicht berücksichtigen.

Ein wichtiges Merkmal von Sätzen der WFL ist, dass sie struk-
turell nicht mehrdeutig sein dürfen. Jeder Satz der WFL kann auf
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eine und nur auf eine Weise interpretiert werden. Dieses Merk-
mal der WFL ist eine Stärke. Wenn ein deutscher Satz struktu-
rell mehrdeutig ist, kann uns die WFL dabei helfen, die verschie-
denen Bedeutungen klar zu unterscheiden. Obwohl wir im All-
tag ziemlich gut mit Mehrdeutigkeiten umgehen können, kann es
manchmal sehr wichtig sein, sie zu vermeiden. Die Logik kann
dann sinnvoll angewendet werden: Sie hilft Philosoph*innen, ihre
Gedanken klar auszudrücken, Mathematiker*innen, ihre Theore-
me rigoros zu formulieren, und Software-Ingenieur*innen, Daten-
bankabfragen oder Verifikationskriterien eindeutig zu spezifizie-
ren.

Auch im Gesetz ist es von entscheidender Bedeutung, Dinge
eindeutig zu formulieren. Hier kann Mehrdeutigkeit eine Frage
von Leben und Tod sein. Hier ist ein berühmtes Beispiel dafür,
dass ein Todesurteil von der Interpretation einer Mehrdeutigkeit
im Gesetz abhängt. Roger Casement (1864-1916) war ein briti-
scher Diplomat, der zu seiner Zeit berühmt war, weil er Men-
schenrechtsverletzungen im Kongo und in Peru publik machte
(dafür wurde er 1911 zum Ritter geschlagen). Er war auch ein
irischer Nationalist. In den Jahren 1914-16 reiste Casement heim-
lich nach Deutschland, mit dem sich Großbritannien zu dieser
Zeit im Krieg befand, und versuchte, irische Kriegsgefangene für
den Kampf gegen Großbritannien und für die irische Unabhän-
gigkeit zu rekrutieren. Nach seiner Rückkehr nach Irland wurde
er von den Briten gefangen genommen und wegen Hochverrats
angeklagt.

Das Gesetz, nach dem Casement vor Gericht gestellt wurde,
ist der Treason Act of 1351. Dieses Gesetz legt fest, was als Hochver-
rat gilt. Also musste die Staatsanwaltschaft bei der Verhandlung
nachweisen, dass Casements Handlungen die im Gesetz festge-
legten Kriterien erfüllten. In der entsprechenden Passage hieß
es, dass sich jemand des Hochverrats schuldig macht

if a man is adherent to the King’s enemies in his re-
alm, giving to them aid and comfort in the realm, or
elsewhere.
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(wenn ein Mann sich in seinem Reich an die Fein-
de des Königs bindet und ihnen im Reich Hilfe und
Trost spendet oder anderswo.)

Die Verteidigung Casements hing am letzten Komma dieses Sat-
zes, welches im französischen Originaltext des Gesetzes von 1351
nicht vorhanden ist. Es war unstrittig, dass Casement ‘an die Fein-
de des Königs’ gebunden war, aber die Frage war, ob die Bindung
an die Feinde des Königs nur dann Hochverrat darstellte, wenn
sie im Reich stattfand, oder auch, wenn sie im Ausland erfolgte.
Die Verteidigung argumentierte, dass das Gesetz zweideutig sei.
Die behauptete Zweideutigkeit hing davon ab, ob ‘oder anders-
wo’ nur ‘den Feinden des Königs Hilfe und Trost spenden’ zukam
(die natürliche Lesart ohne Komma) oder sowohl ‘an die Feinde
des Königs bindet’ als auch ‘den Feinden des Königs Hilfe und
Trost spenden’ (die natürliche Lesart mit Komma). Auch wenn
die erstere Interpretation weit hergeholt erscheinen mag, war das
Argument zu ihren Gunsten nicht schlecht. Dennoch entschied
das Gericht, dass die Passage mit dem Komma gelesen werden
sollte, so dass Casements Eskapaden in Deutschland als Hoch-
verrat galten und er zum Tode verurteilt wurde. Casement selbst
schrieb, dass er ‘wegen eines Komma gehängt wurde’.

Wir können WFL verwenden, um beide Lesarten des Textes
zu symbolisieren und damit die Eindeutigkeit zu erreichen. Zu-
nächst brauchen wir einen Symbolisierungsschlüssel:

A: Casement war in seinem Reich an die Feinde des Königs
gebunden.
G : Casement spendete den Feinden des Königs Hilfe und
Trost in seinem Reich.
B : Casement war anderswo an die Feinde des Königs ge-
bunden.
H : Casement spendete anderswo den Feinden des Königs
Hilfe und Trost.

Die Interpretation, nach der das Verhalten von Casement nicht
als Hochverrat gilt, lautet wie folgt:
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A ∨ (G ∨H )

Die Interpretation, die in seinem Todesurteil resultierte, kann
hingegen folgendermaßen symbolisiert werden:

(A ∨ B) ∨ (G ∨H )

Dieser Satz ist wahr. Zwar gab Casement den Feinden des Königs
weder innerhalb noch außerhalb des Reichs Hilfe und Trost (G
und H sind falsch). Zudem band sich Casement im Reich des
Königs nicht an seine Feinde (A ist falsch). Doch er band sich im
Ausland an die Feinde des Königs (B ist wahr). Und das reicht
aus, um die Disjunktion (A ∨ B) ∨ (G ∨H ) wahr zu machen.

Eine häufige Quelle der strukturellen Mehrdeutigkeit im
Deutschen ist das Fehlen von Klammern. Wenn ich zum Beispiel
sage: ‘Ich mag Filme, die nicht lang und langweilig sind’, werden
Sie wahrscheinlich denken, dass ich Filme, die lang und langwei-
lig sind, nicht mag. Eine weniger wahrscheinliche, aber mögliche
Interpretation ist, dass ich Filme mag, die sowohl (a) nicht lang
als auch (b) langweilig sind. Die erste Interpretation ist wahr-
scheinlicher, denn wer mag schon langweilige Filme? Aber was
ist mit: ‘Ich mag Gerichte, die nicht süß und schmackhaft sind’?
Hier ist die wahrscheinlichere Interpretation, dass ich pikante,
schmackhafte Gerichte mag. (Natürlich hätte ich das auch besser
sagen können, z.B.: ‘Ich mag Gerichte, die nicht süß sind, aber
schmackhaft’). Ähnliche Mehrdeutigkeiten ergeben sich aus dem
Zusammenspiel von ‘und’ mit ‘oder’. Nehmen wir zum Beispiel
an, ich bitte Sie, mir ein Bild von einem kleinen und gefährlichen
oder schleichendem Tier zu schicken. Würde ein Leopard zählen?
Er schleicht, ist aber nicht klein. Ob ein Bild eines Leopards mei-
ner Bitte nachkommen würde hängt also davon ab, ob ich kleine,
entweder gefährliche oder schleichende Tiere suche (Leoparden
zählen nicht), oder ob ich entweder ein kleines, gefährliches Tier
oder ein schleichendes Tier (jeder Größe) suche.

Diese Arten vonMehrdeutigkeiten werdenMehrdeutigkeiten im
Geltungsbereich genannt, da sie davon abhängen, ob ein Junktor im
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Geltungsbereich eines anderen liegt oder nicht. Der Satz ‘Aven-
gers: Endgame ist nicht lang und langweilig’ lässt die folgenden
zwei Interpretationen zu:

1. Avengers: Endgame ist nicht: sowohl lang als auch langweilig.
2. Avengers: Endgame ist sowohl nicht lang als auch langweilig.

Satz 2 ist sicherlich falsch, da Avengers: Endgame mehr als drei
Stunden lang ist. Ob Sie denken, dass 1 wahr ist, hängt davon
ab, ob sie denken, dass der Film langweilig ist oder nicht.

Lasst uns den folgenden Symbolisierungsschlüssel nutzen:

B : Avengers: Endgame ist langweilig.
L: Avengers: Endgame ist lang.

Satz 1 kann nun als ‘¬(L ∧ B)’ symbolisiert werden, während
Satz 2 als ‘¬L ∧ B ’ symbolisiert wird. Im ersten Fall liegt das ‘∧’
im Geltungsbereich von ‘¬’, im zweiten Fall liegt ‘¬’ im Geltungs-
bereich von ‘∧’.

Der Satz ‘Jonas ist klein und gefährlich oder verstohlen’ ist
auch mehrdeutig:

3. Jonas ist entweder sowohl klein und gefährlich oder ver-
stohlen.

4. Jonas ist sowohl klein als auch entweder gefährlich oder
verstohlen.

Hier nutzen wir den folgenden Symbolisierungsschlüssel:

D : Jonas ist gefährlich.
S : Jonas ist klein.
T : Jonas ist verstohlen.

Die Symbolisierung von Satz 3 ist ‘(S ∧ D) ∨T ’, die von Satz 4
ist ‘S ∧ (D ∨ T )’. Im ersten Satz ist ‘∧’ im Geltungsbereich von
‘∨’, im zweiten Satz ist ‘∨’ im Geltungsbereich von ‘∧’.



KAPITEL 7. MEHRDEUTIGKEIT 64

Übungen

A. Die folgenden Sätze sind mehrdeutig. Geben Sie für jeden
Satz einen Symbolisierungsschlüssel an und symbolisieren Sie die
verschiedenen Interpretationen.

1. Haskell beobachtet gerne Eisvögel mit Ferngläsern.
2. Der Zoo hat Löwen oder Tiger und Bären.
3. Die Blume ist nicht rot oder duftend.



KAPITEL 8

Verwendung und
Erwähnung

In diesem Teil haben wir viel über Sätze gesprochen. Wir sollten
an dieser Stelle eine Pause einlegen, um einen wichtigen und sehr
allgemeinen Punkt zu erläutern.

8.1 Zitierkonventionen

Betrachten Sie die folgenden zwei Sätze:

• Angela Merkel ist Bundeskanzlerin.
• Der Ausdruck ‘Angela Merkel’ besteht aus zwei Großbuch-
staben und zehn Kleinbuchstaben.

Wollen wir über die Bundeskanzlerin sprechen, dann verwenden
wir ihren Namen. Wenn wir hingegen über den Namen der Bun-
deskanzlerin sprechen wollen, dann erwähnen wir diesen Namen;
dies tun wir, indem wir ihn in Anführungszeichen setzen.

Generell gilt: Wollen wir über Dinge in der Welt sprechen,
verwenden wir Worte. Wenn wir hingegen über Worte sprechen
wollen, müssen wir normalerweise diese Worte erwähnen. Wir
müssen darauf hinweisen, dass wir sie erwähnen, anstatt sie zu
verwenden. Dazu ist eine gewisse Konvention erforderlich. Wir
setze sie in Anführungszeichen. Also sagt dieser Satz:

• ‘Angela Merkel’ ist Bundeskanzlerin.
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dass ein Ausdruck der deutschen Sprache Bundeskanzlerin ist.
Das ist nicht wahr. Die Frau ist Bundeskanlerin; ihr Name nicht.
Umgekehrt drückt der folgende Satz:

• Angela Merkel besteht aus zwei Großbuchstaben und zehn
Kleinbuchstaben.

etwas Falsches aus. Angela Merkel ist eine Frau aus Fleisch und
Blut, und nicht aus Buchstaben.

Die hier erwähnten Regeln für das Zitieren sind nicht nur in
der Logik wichtig, sondern kommen Ihnen bei all Ihren Arbei-
ten zu Gute! Mit Hilfe der Anführungszeichen zeigen Sie, dass
Sie sich nicht auf einen Gegenstand beziehen, sondern auf einen
Namen dieses Gegenstands.

8.2 Objektsprache und Metasprache

Diese allgemeinen Zitierkonventionen sind wichtig für uns, weil
wir hier eine formale Sprache, die WFL, beschreiben und deshalb
oft Ausdrücke aus der WFL erwähnen müssen.

Wenn wir über eine Sprache sprechen, dann wird die Sprache,
über die wir sprechen, als objektsprache bezeichnet. Gewisser-
maßen machen wir diese Sprache zum Objekt unserer Untersu-
chung. Die Sprache, die wir verwenden, um über die Objektspra-
che zu sprechen, wird hingegen als metasprache bezeichnet.

Die Objektsprache in diesem Kapitel war zu meist die von
uns entwickelte formale Sprache, WFL. Die Metasprache dage-
gen war Deutsch. Nicht alltägliches Deutsch, sondern Deutsch,
ergänzt durch zusätzliches Vokabular, das uns helfen soll, unsere
Objektsprache zu verstehen.

Wir haben Großbuchstaben als Satzbuchstaben der WFL ver-
wendet:

A,B,C,Z,A1,B4,A25, J375, . . .

Diese sind Sätze der Objektsprache, WFL. Sie sind nicht Sätze
des Deutschen. Also können wir nicht sagen, dass:
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• D ist ein Satzbuchstabe der WFL.

Offensichtlich versuchen wir hier, einen deutschen Satz zu finden,
der etwas über die Objektsprache (WFL) aussagt, aber ‘D ’ ist ein
Satz der WFL und nicht Teil des Deutschen. Das Vorhergehende
ist also Unsinn, genau wie:

• Snow is white ist ein englischer Satz.

Was wir hier auszudrücken versuchen ist eigentlich:

• ‘Snow is white’ ist ein englischer Satz.

Ebenso, was wir vorher ausdrücken wollten, war einfach:

• ‘D ’ ist ein Satzbuchstabe der WFL.

Der allgemeine Punkt ist, dass wir immer dann, wenn wir im
Deutschen über einen bestimmten Ausdruck der WFL sprechen
wollen, darauf hinweisen müssen, dass wir den Ausdruck erwäh-
nen und nicht verwenden. Hierzu verwenden wir Anführungszei-
chen.

8.3 Metavariablen

Wir wollen jedoch nicht nur über einzelne Ausdrücke der WFL
sprechen. Wir wollen auch in der Lage sein, über beliebige Aus-
drücke der WFL zu sprechen. Dies mussten wir sogar tun, als wir
die induktive Definition eines Satzes der WFL vorstellten. Dazu
verwendeten wir Großbuchstaben, nämlich

A,B, C, D, . . .

Diese Symbole sind nicht Teil der WFL. Vielmehr sind sie Teil un-
serer (erweiterten) Metasprache, mit der wir über alle Ausdrücke
der WFL sprechen. Um zu erklären, warum wir sie brauchen, er-
innern Sie sich an die zweite Klausel der induktiven Definition
eines Satzes der WFL:
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2. Wenn A ein Satz ist, dann ist ¬A ein Satz.

Hier geht es um beliebige Sätze. Wenn wir stattdessen das Fol-
gende geschrieben hätten:

• Wenn ‘A’ ein Satz ist, dann ist ‘¬A’ ein Satz.

dann wären wir nicht in der Lage gewesen zu bestimmen, ob
‘¬B ’ ein Satz ist. Die Definition hätte sich nur auf ‘A’ bezogen.
Zusammengefasst:

‘A’ ist ein Symbol (metavariable genannt) des erweiter-
ten Deutschen, das wir nutzen um über beliebige Sätze der
WFL zu sprechen. ‘A’ hingegen ist ein einzelner Satzbuch-
stabe der WFL.

Das letzte Beispiel wirft allerdings eine weitere Komplikati-
on auf, die unsere Zitierkonventionen betrifft. Wir haben keine
Anführungszeichen in die zweite Klausel unserer induktiven De-
finition aufgenommen. Hätten wir das tun sollen?

Das Problem ist, dass der Ausdruck auf der rechten Seite die-
ser Klausel, d.h. ‘¬A’, kein deutscher Satz ist, da er ‘¬’ enthält.
Wir könnten also versuchen zu schreiben:

2′. Wenn A ein Satz ist, dann ist ‘¬A’ ein Satz.

Aber das hilft uns nicht weiter: ‘¬A’ ist kein Satz der WFL, da
‘A’ ein Symbol des (erweiterten) Deutschen und kein Symbold
der WFL ist.

Was wir wirklich sagen wollen, ist sowas wie:

2′′. Wenn Aein Satz ist, dann ist das Ergebnis des Verknüpfens
des Symbols ‘¬’ mit dem Satz A ein Satz.

Diese Klausel ist korrekt, aber ziemlich langwierig. Diese Lang-
wierigkeit können wir jedoch vermeiden, indem wir unsere eige-
nen Konventionen schaffen. Wir können festlegen, dass ein Aus-
druck wie ‘¬A’ in unserer Metasprache einfach eine Abkürzung
ist für:
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das Ergebnis des Verknüpfens des Symbols ‘¬’ mit
dem Satz A

Ähnliches sagen wir dann auch für Ausdrücke wie ‘(A ∧ B)’,
‘(A∨ B)’, usw.

8.4 Zitierkonventionen für Argumente

Wir verwenden die WFL großteils, weil wir Argumente untersu-
chen wollen. Dies wird unser Anliegen in Kapitel III sein. Im
Deutschen werden die Prämissen eines Arguments oft durch ein-
zelne Sätze und die Schlussfolgerung durch einen weiteren Satz
ausgedrückt. Da wir deutsche Sätze in der WFL symbolisieren
können, können wir auch deutsche Argumente in der WFL sym-
bolisieren.

Genauer gesagt können wir WFL verwenden, um jeden der in
einem deutschen Argument verwendeten Sätze zu symbolisieren.
WFL selbst hat keine Möglichkeit, einige von ihnen als Prämissen
und andere als Schlussfolgerung eines Arguments kenn zu zeich-
nen. (Im Gegensatz zu Deutsch, das Wörter wie ‘Also’, ‘Folglich’
usw. verwendet, um anzuzeigen, dass ein Satz die Schlussfolgerung
eines Arguments ist.)

Wir brauchen also etwas mehr Notation. Angenommen, wir
wollen die Prämissen eines Arguments mit A1, . . . , An und die
Schlussfolgerung mit C symbolisieren. Dann schreiben wir:

A1, . . . ,An ∴ C

Die Rolle des Symbols ‘∴’ besteht hier darin, anzugeben, welche
Sätze des Arguments die Prämissen und welche die Schlussfolge-
rung sind.

Streng genommen ist das Symbol ‘∴’ daher nicht Teil der Ob-
jektsprache, sondern derMetasprache. Daher könnte man meinen,
dass wir die WFL-Sätze, die das Symbol flankieren, mit Anfüh-
rungszeichen versehen müssten. Das ist ein vernünftiger Gedan-
ke, aber das Hinzufügen dieser Anführungszeichen würde die
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Lesbarkeit erschweren. Außerdem - und wie oben erwähnt - kön-
nen wir selbst einige neue Konventionen festlegen. Wir können
also festlegen, dass diese Anführungszeichen unnötig sind. Das
heißt, wir können

A,A → B ∴ B

einfach ohne Anführungszeichen aufschreiben, um auf ein Argu-
ment hinzuweisen, dessen Prämissen ‘A’ und ‘A → B ’ sind (oder
von diesen Ausdrücken symbolisiert werden) und dessen Schluss-
folgerung ‘B ’ ist (oder von diesem Ausdruck symbolisiert wird).



TEIL III

Wahrheitstabellen
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KAPITEL 9

Charakteristische
Wahrheitstabellen

Jeder Satz der WFL setzt sich aus Satzbuchstaben zusammen.
Manche Sätze sind einfach nur Satzbuchstaben. In anderen Sät-
zen wurden Satzbuchstaben mit Hilfe von Junktoren zu komple-
xen Sätzen kombiniert. Der Wahrheitswert dieser komplexen Sät-
ze hängt nur von den Wahrheitswerten der Satzbuchstaben ab,
aus denen sie sich zusammensetzen. Um z.B. den Wahrheitswert
von ‘(D ∧ E)’ zu berechnen, muss man nur den Wahrheitswert
von ‘D ’ und den Wahrheitswert von ‘E’ kennen.

In Kapitel 5 haben wir fünf Junktoren vorgestellt. Wir müs-
sen also nur erklären, wie diese Junktoren mit Wahrheitswerten
umgehen. Der Einfachheit halber kürzen wir ‘Wahr’ mit ‘T’ (wie
‘true’ im Englischen) und ‘Falsch’ mit ‘F’ ab. (Zur Klarstellung:
die beiden Wahrheitswerte sind Wahr und Falsch; die Wahrheits-
werte sind keine Buchstaben.)

Negation. Für jeden Satz Agilt: Wenn Awahr ist, dann ist ¬A
falsch; und wenn ¬Awahr ist, dann ist A falsch. Wir können dies
in der charakteristischen Wahrheitstabelle für die Negation zusam-
menfassen::

A ¬A
T F
F T
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Konjunktion. Für alle Sätze A und B, A∧B ist wahr genau
dann, wenn sowohl A als auch B wahr sind. Wir können dies in
der charakteristischen Wahrheitstabelle für die Konjunktion zusam-
menfassen:

A B A∧ B

T T T
T F F
F T F
F F F

Die Konjunktion ist symmetrisch. Der Wahrheitswert von A∧ B

ist in jedem Fall der gleiche wie der Wahrheitswert von B∧ A.

Disjunktion. Es ist wichtig, dass ‘∨’ immer das einschließen-
de ‘oder’ repräsentiert. Daher gilt für alle Sätze A und B, dass
A∨ B wahr ist genau dann, wenn entweder A oder B wahr ist.
Wir können dies in der charakteristischen Wahrheitstabelle für die
Disjunktion zusammenfassen:

A B A∨ B

T T T
T F T
F T T
F F F

Wie die Konjunktion ist auch die Disjunktion symmetrisch.

Konditional. Ehrlich gesagt: Das Konditional ist ein Murks in
der WFL. Inwiefern genau, ist unter Philosoph*innen umstritten.
Wir werden einige der schwierigen Fragestellungen in §§10.3 und
12.5 diskutieren. Für den Augenblick werden wir Folgendes fest-
legen: A→ B ist falsch genau dann, wenn Awahr und B falsch
ist. Wir können dies in dieser charakteristischen Wahrheitstabelle
zusammenfassen:
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A B A→ B

T T T
T F F
F T T
F F T

Das Konditional ist asymmetrisch. Sie können das Antezedens und
Konsequens nicht vertauschen, ohne die Bedeutung des Satzes zu
verändern; A→ B und B→ A sind in unterschiedlichen Szena-
rien wahr und haben daher unterschiedliche Wahrheitstabellen.

Bikonditional. Da ein Bikonditional identisch mit der Kon-
junktion der in beide Richtungen verlaufenden Konditionale sein
soll, wollen wir, dass die Wahrheitstabelle für das Bikonditional
so aussieht:

A B A↔ B

T T T
T F F
F T F
F F T

Das Bikonditional ist symmetrisch.



KAPITEL 10

Wahrheitsfunktionale
Junktoren

10.1 Der Begriff der
Wahrheitsfunktionalität

Wir führen nun eine wichtige Idee ein:

Ein Junktor ist wahrheitsfunktional genau dann, wenn
der Wahrheitswert eines Satzes mit diesem Junktor als
Hauptjunktor eindeutig durch den Wahrheitswert (die
Wahrheitswerte) seines (seiner) Teilsatzes (Teilsätze) be-
stimmt wird.

Jeder Junktor der WFL ist wahrheitsfunktional. Der Wahr-
heitswert einer Negation wird eindeutig durch denWahrheitswert
des nicht verneinten Satzes bestimmt. Der Wahrheitswert einer
Konjunktion wird eindeutig durch den Wahrheitswert der beiden
Konjunkte bestimmt. Der Wahrheitswert einer Disjunktion wird
eindeutig durch den Wahrheitswert beider Disjunkte bestimmt,
usw. Um den Wahrheitswert eines WFL-Satzes zu bestimmen,
müssen wir nur den Wahrheitswert seiner Teilsätze kennen.

Diese Eigenschaft ist es, die der WFL ihren Namen gibt: die
WFL ist die wahrheitsfunktionale Logik.

Viele Sprachen verwenden Junktoren, die nicht wahrheits-
funktional sind. Im Deutschen können wir zum Beispiel aus je-
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dem Satz einen neuen Satz bilden, indem wir ihm das Präfix ‘Es
ist notwendig, dass. . . ’ voranstellen. Der Wahrheitswert dieses
neuen Satzes wird nicht allein durch den Wahrheitswert des ur-
sprünglichen Satzes festgelegt. Um dies zu sehen, betrachten Sie
zwei wahre Sätze:

1. Ein Stein ist ein Stein.
2. Shostakovich hat 15 Streichquartette geschrieben.

Beide dieser Sätze sind wahr. Doch während es notwendig ist,
dass ein Stein ein Stein ist, ist es nicht notwendig, dass Schostako-
witsch fünfzehn Streichquartette geschrieben hat. Wäre Schosta-
kowitsch früher gestorben, hätte er Quartett Nr. 15 nicht beendet;
hätte er länger gelebt, hätte er vielleicht ein paar mehr geschrie-
ben. ‘Es ist notwendig, dass. . . ’ ist also nicht wahrheitsfunktional.

10.2 Symbolisieren und Übersetzen

Alle Junktoren der WFL sind wahrheitsfunktional, aber mehr als
das: sie machen wirklich nichts, außer einen Wahrheitswert oder
mehrere Wahrheitswerte auf einen Wahrheitswert abzubilden.

Wenn wir in der WFL einen Satz oder ein Argument symbo-
lisieren, ignorieren wir alles, was über den Beitrag hinausgeht,
den die Wahrheitswerte einer Komponente zum Wahrheitswert
des Ganzen leisten. Es gibt Feinheiten in unseren gewöhnlichen
Behauptungen, die weit über ihre Wahrheitswerte hinausgehen.
Sarkasmus, Poesie, Abfälligkeit, Betonung; das sind wichtige Tei-
le unserer alltäglichen Sprache, aber nichts davon wird in der
WFL beibehalten. Wie in §5 angemerkt, kann die WFL die subti-
len Unterschiede zwischen den folgenden deutschen Sätzen nicht
erfassen:

1. Dana ist eine Logikerin und sie ist eine nette Person.
2. Obwohl Dana eine Logikerin ist, ist sie eine nette Person
3. Dana ist eine Logikerin, trotz ihrer Nettigkeit.
4. Dana ist eine nette Person, aber auch eine Logikerin.
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5. Auch wenn Dana eine Logikerin ist, sie ist eine nette Per-
son.

Alle dieser Sätze werden mit dem gleichen Satz der WFL symbo-
lisiert, etwa ‘L ∧ N ’.

Nun sagen wir immer wieder, dass wir WFL-Sätze verwen-
den, um deutsche Sätze zu symbolisieren. Viele andere Lehrbücher
sprechen stattdessen vom Übersetzen deutscher Sätze in die WFL.
Eine gute Übersetzung sollte jedoch bestimmte Facetten der Be-
deutung bewahren, und die WFL kann das – wie wir gerade gese-
hen haben – nicht tun. Deshalb werden wir davon sprechen, dass
wir deutsche Sätze symbolisieren, anstatt sie zu übersetzen.

Dies wirkt sich darauf aus, wie wir unsere Symbolisierungs-
schlüssel verstehen sollten. Betrachten Sie einen Schlüssel wie:

L: Dana ist eine Logikerin.
N : Dana ist eine nette Person.

Andere Lehrbücher werden dies als eine Bestimmung verstehen,
dass der WFL-Satz ‘L’ bedeuten soll, dass Dana eine Logikerin
ist, und dass der WFL-Satz ‘N ’ bedeuten soll, dass Dana eine
nette Person ist. Aber die WFL ist einfach völlig ungeeignet,
mit der Bedeutung, in all ihren Feinheiten, umzugehen. Von unse-
rer Perspektive aus tut der vorangehende Symbolisierungsschlüs-
sel nicht mehr als festzulegen, dass der WFL-Satz ‘L’ denselben
Wahrheitswert hat wie der deutsche Satz ‘Dana ist eine Logikerin’
(welcher das auch sein mag), und dass der WFL-Satz ‘N ’ densel-
ben Wahrheitswert hat wie der deutsche Satz ‘Dana ist eine nette
Person’ (welcher auch immer das sein mag).

Wenn wir einen WFL-Satz so behandeln, als würde er ei-
nen deutschen Satz symbolisieren, legen wir fest, dass der
WFL-Satz den gleichen Wahrheitswert hat wie dieser deut-
sche Satz.
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10.3 Indikative und konjunktive
Konditionale

Wir wollen nun deutlich machen, dass die WFL nur mit Wahr-
heitsfunktionen umgehen kann, indem wir den Fall des Konditio-
nals genauer betrachten. Als wir die charakteristische Wahrheits-
tabelle für den Konditional in §9 eingeführt haben, haben wir
nichts gesagt, um sie zu rechtfertigen. Lassen Sie uns nun eine
Rechtfertigung anbieten, die Dorothy Edgington folgt.1

Lasst uns annehmen, dass Lara einige Formen auf ein Blatt
Papier gezeichnet hat und einige davon eingefärbt hat. Wir haben
sie nicht gesehen, behaupten aber dennoch:

Für jede Form gilt: wenn sie grau ist, dann ist sie ein
Kreis.

Zufällig hat Lara Folgendes gezeichnet:

A C D

In diesem Fall scheint unsere Behauptung wahr zu sein. Die For-
men C und D sind nicht grau und können daher kaum Gegenbei-
spiele zu unserer Behauptung sein. Form A ist grau, ist aber auch
ein Kreis. Unsere Behauptung hat also keine Gegenbeispiele. Sie
ist wahr. Das bedeutet, dass jede der folgenden Instanzen unserer
Behauptung ebenfalls wahr sein muss:

• Wenn Form A grau ist, dann ist sie ein Kreis.
(wahres Antezedens, wahres Konsequens)

• Wenn Form C grau ist, dann ist sie ein Kreis.
(falsches Antezedens, wahres Konsequens)

• Wenn Form D grau ist, dann ist sie ein Kreis.
(falsches Antezedens, falsches Konsequens)

1Dorothy Edgington, ‘Conditionals’, 2014, in der Stanford Encyclopedia of
Philosophy (http://plato.stanford.edu/entries/conditionals/).

http://plato.stanford.edu/entries/conditionals/
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Aber hätte Lara eine vierte Form gezeichnet, so wie hier:

A B C D

dann wäre unsere Behauptung (‘wenn eine Form grau ist, dann
ist sie ein Kreis’) falsch. Dementsprechend ist nun eine der In-
stanzen unserer Behauptung falsch:

• Wenn Form B grau ist, dann ist sie ein Kreis.
(wahres Antezedens, falscher Konsequens)

Erinnern Sie sich jetzt daran, dass jeder Junktor der WFL wahr-
heitsfunktional ist. Auf das Konditional angewandt, bedeutet das,
dass die Wahrheitswerte des Antezedens und des Konsequens
denWahrheitswert des Konditionals als Ganzes eindeutig bestim-
men müssen. Daher können wir aus denWahrheitswerten unserer
vier Behauptungen – die uns alle möglichen Kombinationen von
Wahrheit und Falschheit in Antezedens und Konsequens liefern
– die Wahrheitstabelle für den Konditional ablesen.

Was dieses Argument zeigt, ist, dass ‘→’ der beste Kandi-
dat für ein wahrheitsfunktionales Konditional ist. Anders ausge-
drückt, es ist das beste Konditional, das die WFL hergibt. Aber
taugt es auch als Symbolisierung der verschiedenen Konditiona-
le, die wir in der deutschen Sprache verwenden? Betrachten Sie
zwei Sätze:

1. Wenn Hillary Clinton die Wahl 2016 gewonnen hätte, dann
wäre sie die erste Präsidentin der USA gewesen.

2. Wenn Hlllary Clinton die Wahl 2016 gewonnen hätte, dann
hätte sie sich in einen Helium-gefüllten Ballon verwandelt
und wäre in den Abendhimmel entflogen.

Satz 1 ist wahr; Satz 2 dagegen falsch. Aber beide haben ein
falsches Antezedens und ein wahres Konsequens. (Hillary hat
nicht gewonnen; sie wurde nicht die erste Präsidentin der USA;
und sie hat sich nicht mit Helium gefüllt, nur um danach in den
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Abendhimmel aufzusteigen.) Der Wahrheitswert der beiden Kon-
ditionale wird also nicht eindeutig von denWahrheitswerten ihrer
Teilsätze bestimmt.

Wichtig ist hier, dass die Sätze 1 und 2 konjunktive Konditio-
nale sind und nicht indikative Konditionale. Sie laden uns dazu
ein, uns etwas vorzustellen, das im Widerspruch zu den Tatsa-
chen steht – schließlich verlor Hillary Clinton die Wahl 2016.
Wir bestimmen den Wahrheitsweit dieser Konditionale dann auf-
grund unserer Urteile dazu, was unter diesen Umständen passiert
wäre. ‘→’ dagegen lädt uns nicht zu derartigen Vorstellungen ein.

Wir werden noch weitere Feinheiten der Konditionale in §12.5
behandeln. Vorerst werden wir uns damit begnügen, dass ‘→’
der einzige Kandidat für einen wahrheitsfunktionalen Konditio-
nal der WFL ist, dass aber viele deutsche Konditionale mit ‘→’
nicht angemessen symbolisiert werden können. Dies illustriert,
dass WFL eine an sich begrenzte Sprache ist.



KAPITEL 11

Komplette
Wahrheitstabellen

Bisher haben wir Symbolisierungsschlüssel verwendet, um den
Sätzen der WFL Wahrheitswerte indirekt zuzuordnen. Wir könn-
ten beispielsweise sagen, dass der WFL-Satz ‘B ’ den Satz ‘Big
Ben ist in London’ symbolisiert. Da Big Ben in London ist, würde
diese Symbolisierung ‘B ’ wahr machen. Wir können aber auch di-
rektWahrheitswerte zuweisen. Wir können einfach festlegen, dass
"B"wahr ist, oder festlegen, dass es falsch ist. Solche Bestimmun-
gen werden Bewertungen genannt:

Eine bewertung ist eine Zuordnung vonWahrheitswerten
zu bestimmten Satzbuchstaben der WFL.

Das Potential der Wahrheitstabellen liegt im Folgenden. Je-
de Zeile einer Wahrheitstabelle stellt eine mögliche Bewertung
der Satzbuchstaben dar. Die komplette Wahrheitstabelle stellt al-
le möglichen Bewertungen der Satzbuchstaben dar. Eine solche
Wahrheitstabelle gibt uns ein Mittel an die Hand, mit dem wir
den Wahrheitswert von komplexen Sätzen für jede mögliche Be-
wertung berechnen können. All dies lässt sich am einfachsten an
einem Beispiel erklären.
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11.1 Ein Beispiel

Betrachten Sie den Satz ‘(H ∧ I ) → H ’. Es gibt vier Möglichkei-
ten, den Satzbuchstaben ‘H ’ und ‘I ’ Wahr und Falsch zuzuordnen
– vier Bewertungen. Die können wir wie folgt darstellen:

H I (H ∧I )→H
T T
T F
F T
F F

Um den Wahrheitswert des gesamten Satzes ‘(H ∧I ) → H ’ zu be-
rechnen, kopieren wir zunächst die Wahrheitswerte für die Satz-
buchstaben und schreiben sie unter die Buchstaben in der Wahr-
heitstabelle:

H I (H ∧I )→H
T T T T T
T F T F T
F T F T F
F F F F F

Betrachten Sie nun den Teilsatz ‘(H ∧I )’. Dieser ist eine Konjunk-
tion, (A∧ B), mit ‘H ’ als A und ‘I ’ als B. Die charakteristische
Wahrheitstabelle für die Konjunktion gibt die Wahrheitsbedin-
gungen für jeden Satz der Form (A∧B) an, was auch immer an A

und Bs Stelle vorkommen mag. Er stellt den Punkt dar, dass eine
Konjunktion wahr ist wenn und nur wenn beide Konjunkte wahr
sind. In diesem Fall sind unsere Konjunkte ‘H ’ und ‘I ’. Sie sind
beide wahr in (und nur in) der ersten Zeile der Wahrheitstabelle.
Dementsprechend können wir den Wahrheitswert der Konjunkti-
on auf allen vier Zeilen berechnen.
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A ∧B

H I (H ∧ I )→H
T T T TT T
T F T F F T
F T F F T F
F F F F F F

Nun ist der ganze Satz, mit dem wir es zu tun haben, ein Kondi-
tional, A→ B, mit ‘(H ∧ I )’ als Aund ‘H ’ als B. In der zweiten
Reihe zum Beispiel ist ‘(H ∧ I )’ falsch und ‘H ’ wahr. Da ein Kon-
ditional wahr ist, wenn das Antezedens falsch ist, schreiben wir
ein ‘T’ in die zweite Zeile unter das Symbol des Konditionals.
Mit den anderen drei Zeilen fortfahrend erhalten wir:

A →B

H I (H ∧ I )→H
T T T T T
T F F T T
F T F T F
F F F T F

Der Konditional ist der Hauptjunktor des Satzes. Daher sagt
uns die Spalte der ‘T’s unter dem Konditional, dass der Satz
‘(H ∧ I ) → H ’ unabhängig von den Wahrheitswerten von ‘H ’
und ‘I ’ wahr ist. Sie können in jeder Kombination wahr oder
falsch sein–der komplexe Satz ist immer wahr. Da wir alle vier
möglichen Zuordnungen von Wahrheit und Falschheit zu ‘H ’ und
‘I ’ in Betracht gezogen haben – alle möglichen Bewertungen –,
können wir sagen, dass ‘(H ∧I ) → H ’ jeder Bewertung nach wahr
ist.

In diesem Beispiel haben wir nicht alle Einträge in jeder Spal-
te in jeder aufeinander folgenden Tabelle wiederholt. Beim ma-
nuellen Schreiben von Wahrheitstabellen auf Papier ist es jedoch
unpraktisch, ganze Spalten zu löschen oder die ganze Tabelle bei
jedem Schritt neu zu schreiben. Auch wenn die Wahrheitstabelle
so voller ist, kann sie auch auf diese Weise geschrieben werden:
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H I (H ∧ I )→H
T T T TT T T
T F T F F T T
F T F F T T F
F F F F F T F

Die meisten Spalten unterhalb des Satzes dienen unserem Kom-
fort. Die Spalte, auf die es ankommt, ist die Spalte unter dem
Haupjunktor für den Satz, da diese den Wahrheitswert des ge-
samten Satzes angibt. Wir haben dies betont, indem wir diese
Spalte fett gedruckt haben. Wenn Sie selbst Wahrheitstabellen
schreiben, sollten Sie diese Spalte in ähnlicher Weise hervorhe-
ben.

11.2 Komplette Wahrheitstabellen bauen

Eine komplette wahrheitstabelle hat eine Zeile für jede mög-
liche Zuordnung von Wahr und Falsch zu den relevanten Satz-
buchstaben. Jede Zeile repräsentiert eine Bewertung und eine
komplette Wahrheitstabelle hat eine Zeile für jede mögliche Be-
wertung.

Die Größe der kompletten Wahrheitstabelle hängt von der
Anzahl der verschiedenen Satzbuchstaben in der Tabelle ab. Ein
Satz, der nur einen Satzbuchstaben enthält, benötigt nur zwei
Zeilen, wie in der charakteristischen Wahrheitstabelle für die Ne-
gation. Dies gilt auch dann, wenn derselbe Buchstabe viele Male
wiederholt wird, wie im Satz ‘[(C ↔ C ) → C ] ∧ ¬(C → C )’. Die
komplette Wahrheitstabelle umfasst hier nur zwei Zeilen, weil es
nur zwei Möglichkeiten gibt: ‘C ’ kann wahr oder falsch sein. Die
Wahrheitstabelle für diesen Satz sieht wie folgt aus:

C [(C↔C )→C ]∧¬(C→C )
T T T T T T FF T T T
F F T F F F FF F T F

Wenn wir uns die Spalte unter dem Hauptjunktor ansehen, dann
sehen wir, dass dieser Satz in beiden Zeilen der Tabelle falsch
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ist. D.h., dass der Satz falsch ist, unabhängig davon, ob ‘C ’ wahr
oder falsch ist. Er ist jeder Bewertung nach falsch.

Eine komplette Wahrheitstabelle für einen Satz mit zwei un-
terschiedlichen Satzbuchstaben hat vier Zeilen, wie die charak-
teristischen Wahrheitstabellen für Konjunktion, Disjunktion, den
Konditional und den Bikonditional oder auch die Wahrheitsta-
belle für ‘(H ∧ I ) → H ’.

Eine komplette Wahrheitstabelle für einen Satz mit drei un-
terschiedlichen Satzbuchstaben hat acht Zeilen, z.B.:

M N P M ∧ (N ∨P )
T T T T T T T T
T T F T T T T F
T F T T T F T T
T F F T F F F F
F T T F F T T T
F T F F F T T F
F F T F F F T T
F F F F F F F F

Aus dieser Tabelle wissen wir, dass der Satz ‘M ∧ (N ∨ P )’ wahr
oder falsch sein kann, abhängig von den Wahrheitswerten von
‘M ’, ‘N ’ und ‘P ’.

Eine komplette Wahrheitstabelle für einen Satz, der vier
verschiedene Satzbuchstaben enthält, erfordert 16 Zeilen. Fünf
Buchstaben, 32 Zeilen. Sechs Buchstaben, 64 Zeilen. Und so wei-
ter. Um ganz allgemein zu sein: Wenn eine komplette Wahrheits-
tabelle n verschiedene Satzbuchstaben enthält, dann muss sie 2n

Zeilen haben.
Um die Spalten einer vollständigenWahrheitstabelle auszufül-

len, beginnen Sie mit dem am weitesten rechts stehenden Satz-
buchstaben und wechseln zwischen ‘T’ und ‘F’. In die nächste
Spalte links schreiben Sie zwei ‘T’, zwei ‘F’ und wiederholen das
Ganze so oft wie notwendig um alle Zeilen auszufüllen. Für den
dritten Satzbuchstaben schreiben Sie vier ‘T’, gefolgt von vier ‘F’
und wiederholen das Ganze so oft wie notwendig. Bei einer 16-
zeiligen Wahrheitstabelle sollte die nächste Spalte der Satzbuch-
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staben acht ‘T’ gefolgt von acht ‘F’ enthalten (auch hier wieder-
holen Sie das Ganze so oft wie notwendig). Bei einer 32-zeiligen
Tabelle hat dann die nächste Spalte 16 ‘T’ gefolgt von 16 ‘F’. Und
so weiter.

11.3 Mehr zu Klammern

Betrachten Sie die folgenden zwei Konjunktionen:

((A ∧ B) ∧C )
(A ∧ (B ∧C ))

Diese sind wahrheitsfunktional äquivalent. D.h., dass es aus der
Perspektive des Wahrheitswerts – und das ist alles, worum sich
die WFL kümmert (siehe §10)– niemals einen Unterschied ma-
chen wird, welchen der beiden Sätze wir behaupten (oder vernei-
nen). Auch wenn die Reihenfolge der Klammern hinsichtlich des
Wahrheitswerts der zwei Sätze keine Rolle spielt, sollten wir sie
nicht einfach fallen lassen. Der Ausdruck

A ∧ B ∧C

ist mehrdeutig zwischen den zwei obengenannten Sätzen. Das
Gleiche gilt auch für Disjunktionen. Die folgenden zwei Sätze
sind wahrheitsfunktional äquivalent:

((A ∨ B) ∨C )
(A ∨ (B ∨C ))

Aber d.h. nicht, dass wir einfach das Schreiben können:

A ∨ B ∨C

Es ist eine spezifische Tatsache über die charakteristischen
Wahrheitstabellen von ∨ und ∧, die garantiert, dass zwei belie-
bige Konjunktionen (oder Disjunktionen) derselben Sätze wahr-
heitsfunktional äquivalent sind, wo auch immer man die Klam-
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mern platziert. Dies gilt jedoch nur für Konjunktionen und Disjunk-
tionen. Die folgenden zwei Sätze haben verschiedene Wahrheitsta-
bellen:

((A → B) → C )
(A → (B → C ))

Falls wir also das hier schreiben würden

A → B → C

wäre unser Satz mehrdeutig zwischen Sätzen mit verschiedenen
Wahrheitstabellen. Das Weglassen von Klammern wäre in diesem
Fall also katastrophal. Ebenso haben diese Sätze unterschiedliche
Wahrheitstabellen:

((A ∨ B) ∧C )
(A ∨ (B ∧C ))

Falls wir also das hier schreiben würden

A ∨ B ∧C

wäre unser Satz wiederum mehrdeutig zwischen Sätzen mit ver-
schiedenen Wahrheitstabellen. Schreiben Sie darum nie solche Sätze
nieder. Das Prinzip dahinter lautet: lassen Sie nie Klammern aus
(außer die Äußersten).

Übungen

A. Schreiben Sie komplette Wahrheitstabellen für jeden der fol-
genden Sätze:

1. A → A
2. C → ¬C
3. (A ↔ B) ↔ ¬(A ↔ ¬B)
4. (A → B) ∨ (B → A)
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5. (A ∧ B) → (B ∨ A)
6. ¬(A ∨ B) ↔ (¬A ∧ ¬B)
7.

[
(A ∧ B) ∧ ¬(A ∧ B)

]
∧C

8. [(A ∧ B) ∧C ] → B
9. ¬

[
(C ∨ A) ∨ B

]
B. Prüfen Sie alle Behauptungen, die bei der Einführung unse-
rer erweiterten Klammernkonventionen (§11.3) gemacht wurden.
Zeigen Sie also, dass:

1. ‘((A∧B)∧C )’ und ‘(A∧(B∧C ))’ die gleicheWahrheitstabelle
haben

2. ‘((A∨B)∨C )’ und ‘(A∨(B∨C ))’ die gleicheWahrheitstabelle
haben

3. ‘((A ∨ B) ∧ C )’ und ‘(A ∨ (B ∧ C ))’ nicht die gleiche Wahr-
heitstabelle haben

4. ‘((A → B) → C )’ und ‘(A → (B → C ))’ nicht die gleiche
Wahrheitstabelle haben

Prüfen Sie außerdem, dass:

5. ‘((A ↔ B) ↔ C )’ und ‘(A ↔ (B ↔ C ))’ die gleiche Wahr-
heitstabelle haben

C. Erstellen Sie komplette Wahrheitstabellen für die folgenden
Sätze und markieren Sie die Spalte, die die möglichen Wahrheits-
werte für den ganzen Satz darstellt.

1. ¬(S ↔ (P → S ))
2. ¬[(X ∧Y ) ∨ (X ∨Y )]
3. (A → B) ↔ (¬B ↔ ¬A)
4. [C ↔ (D ∨ E)] ∧ ¬C
5. ¬(G ∧ (B ∧H )) ↔ (G ∨ (B ∨H ))

D. Erstellen Sie komplette Wahrheitstabellen für die folgenden
Sätze und markieren Sie die Spalte, die die möglichen Wahrheits-
werte für den ganzen Satz darstellt.
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1. (D ∧ ¬D) → G
2. (¬P ∨ ¬M ) ↔ M
3. ¬¬(¬A ∧ ¬B)
4. [(D ∧R) → I ] → ¬(D ∨R)
5. ¬[(D ↔ O ) ↔ A] → (¬D ∧O )

Wenn Sie noch mehr üben wollen, können Sie Wahrheitstabel-
len für jeden der Sätze und jedes der Argumente aus den Übun-
gen des vorigen Kapitels erstellen.



KAPITEL 12

Semantische Begriffe

Im vorigen Kapitel haben wir den Begriff einer Bewertung einge-
führt und gezeigt, wie man den Wahrheitswert jedes WFL-Satzes
jeder Bewertung nach mit Hilfe einer Wahrheitstabelle ermitteln
kann. In diesem Abschnitt stellen wir einige verwandte Begriffe
vor und zeigen, wie Wahrheitstabellen verwendet werden können,
um zu testen, ob sie zutreffen oder nicht.

12.1 Tautologien und Widersprüche

In §3 haben wir die Begriffe der notwendigen Wahrheit und not-
wendigen Falschheit erklärt. Beide Begriffe haben nahe Verwandte
in der WFL. Hier ist ein Begriff, der der notwendigen Wahrheit
verwandt ist:

A ist eine tautologie genau dann, wenn es jeder Bewer-
tung nach wahr ist.

Um zu entscheiden, ob ein Satz eine Tautologie ist, können
wir Wahrheitstabellen verwenden. Wenn der Satz in jeder Zeile
seiner kompletten Wahrheitstabelle wahr ist, dann ist er in jeder
Bewertung wahr und es handelt sich um eine Tautologie. Um ein
bekanntes Beispiel zu nutzen: ‘(H ∧ I ) → H ’ ist eine Tautologie.

Der Begriff der Tautologie ist mit dem der notwendigenWahr-
heit nur verwandt; sie sind verschiedene Begriffe. Denn es gibt
einige notwendige Wahrheiten, die wir in der WFL nicht ange-

90
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messen symbolisieren können. Ein Beispiel ist ‘Ein Stein ist ein
Stein’. Dieser Satz ist notwendigerweise wahr, aber wenn wir ver-
suchen, ihn in WFL zu symbolisieren, dann können wir ihn nur
als einen Satzbuchstaben symbolisieren. Aber kein Satzbuchstabe
ist eine Tautologie. Es ist also nicht der Fall, dass jede notwendige
Wahrheit eine Tautologie ist. Wenn wir jedoch einen deutschen
Satz mit einem WFL-Satz, der eine Tautologie ist, angemessen
symbolisieren können, dann drückt dieser deutsche Satz eine not-
wendige Wahrheit aus. Es ist also sehr wohl der Fall, dass jede
Tautologie eine notwendige Wahrheit ist.

Der Begriff der notwendigen Falschheit hat einen ähnlichen
Verwandten:

A ist ein widerspruch (in der WFL) genau dann, wenn
es jeder Bewertung nach falsch ist.

Wir können Wahrheitstabellen verwenden, um zu entschei-
den, ob ein Satz ein Widerspruch ist. Wenn der Satz in jeder
Zeile seiner kompletten Wahrheitstabelle falsch ist, dann ist er
bei jeder Bewertung falsch und ist ein Widerspruch. Um ein be-
kanntes Beispiel zu nutzen: ‘[(C ↔ C ) → C ] ∧ ¬(C → C )’ ist ein
Widerspruch.

Ähnlich wie zuvor gilt: der Begriff des Widerspruchs ist nur
mit dem der notwendigen Falschheit verwandt. Es gibt einige not-
wendige Falschheiten, die keine Widersprüche sind, zum Beispiel
‘Ein Stein ist kein Stein.’ Umgekehrt gilt jedoch (zumindest für
viele Philosoph*innen), dass jeder Widerspruch eine notwendige
Falschheit ist.

12.2 Äquivalenz

Ein weitere nützlicher Begriff ist der Begriff der Äquivalenz:
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A und B sind äquivalent (in der WFL) genau dann,
wenn sie jeder Bewertung nach den gleichen Wahrheits-
wert haben, d.h., wenn es keine Bewertung gibt, laut der
sie unterschiedliche Wahrheitswerte haben.

Wir nutzten diesen Begriff bereits in §11.3; dort stellten wir
fest, dass ‘(A ∧ B) ∧ C ’ und ‘A ∧ (B ∧ C )’ äquivalent sind. Auch
die Äquivalenz zweier Sätze können wir mittels Wahrheitstabel-
len überprüfen. Betrachten Sie die Sätze ‘¬(P ∨Q )’ und ‘¬P ∧¬Q ’.
Sind sie äquivalent? Um das herauszufinden, konstruieren wir ei-
ne Wahrheitstabelle.

P Q ¬ (P ∨Q ) ¬P ∧ ¬Q
T T F T T T FTF FT
T F F T T F FTFTF
F T F F T T TF F FT
F F T F F F T FTTF

Sehen Sie sich die Spalten für die Hauptjunktoren an; Negation
für den ersten Satz, Konjunktion für den zweiten. In den ersten
drei Zeilen sind beide falsch. In der letzten Zeile sind beide wahr.
Da sie in jeder Zeile übereinstimmen, sind die beiden Sätze äqui-
valent.

12.3 Konsistenz

In §3 erklärten wir, dass Sätze gemeinsam möglich sind genau dann,
wenn es zumindest einen Fall gibt, in dem sie alle wahr sind. Auch
hierzu gibt es wieder einen verwandten Begriff:

A1,A2, . . . ,An sind konsistent (in der WFL) genau dann,
wenn es zumindest eine Bewertung gibt, nach der sie alle
wahr sind.

Folglich nennen wir Sätze inkonsistent genau dann, wenn es
keine Bewertung gibt, die all diese Sätze wahr macht. Offensicht-
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lich können wir mittels Wahrheitstabellen überprüfen, ob Sätze
konsistent oder inkonsistent sind.

12.4 Folgebeziehung und Gültigkeit

Wir können auch die Folgebeziehung und Gültigkeit mittels
Wahrheitstabellen definieren:

Die Sätze A1,A2, . . . ,An haben den Satz C zur fol-
ge genau dann, wenn es keine Bewertung gibt, laut der
A1,A2, . . . ,An alle wahr sind, aber C falsch.

Um zu überprüfen, ob ‘¬L → ( J ∨ L)’ und ‘¬L’, ‘ J ’ zur
Folge haben, schauen wir, ob es eine Bewertung gibt, die sowohl
‘¬L → ( J ∨L)’ als auch ‘¬L’ wahr, aber ‘ J ’ falsch, macht. Hierzu
verwenden wir eine Wahrheitstabelle:

J L ¬L→( J ∨L) ¬ L J
T T FTT T T T FT T
T F TF T T T F TF T
F T FTT F T T FT F
F F TF F F F F TF F

Die einzige Zeile, in der sowohl ‘¬L → ( J ∨ L)’ als auch ‘¬L’
wahr sind, ist die zweite Zeile. In dieser Zeile ist auch ‘ J ’ wahr.
Daher haben ‘¬L → ( J ∨ L)’ und ‘¬L’, ‘ J ’ zur Folge.

An dieser Stelle sollten wir etwas Wesentliches festhalten.

Wenn A1,A2, . . . ,An in der WFL C zur Folge haben, dann
ist A1,A2, . . . ,An ∴ C ein gültiges Argument.

Der Grund dafür lautet wie folgt: Wenn A1,A2, . . . ,An in
der WFL C zur Folge haben, dann gibt es keine Bewertung, die
A1,A2, . . . ,An alle wahr, aber C falsch, macht. Aber jedem Fall,
in dem A1,A2, . . . ,An alle wahr sind und C falsch, würde eine Be-
wertung entsprechen, die A1,A2, . . . ,An alle wahr, aber C falsch
macht. Weil es keine solche Bwertung gibt, wenn A1,A2, . . . ,An
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in der WFL C zur Folge haben, folgt nun aber, dass wenn
A1,A2, . . . ,An in der WFL C zur Folge haben, auch das Argu-
ment mit PrämissenA1,A2, . . . ,An und Schlussfolgerung Cgültig
ist.

Kurz gesagt, die WFL gibt uns eine Möglichkeit, die Gültig-
keit deutscher Argumente zu testen. Zuerst symbolisieren wir sie
in der WFL; dann überprüfen wir mit Hilfe von Wahrheitstabel-
len, ob die Prämissen der Argumente, ihre Schlussfolgerungen
zur Folge haben.

12.5 Einschränkungen dieser Tests

Dies ist ein wichtiger Meilenstein: wir haben einen Test für die
Gültigkeit von Argumenten! Aber wir sollten uns davon nicht
zu sehr beeindrucken lassen. Es ist wichtig, die Einschränkungen
dieses Resultats zu verstehen. Wir werden diese Einschränkungen
an drei Beispielen veranschaulichen.

Erstens:

1. Daisy hat vier Beine. Also hat Daisy mehr als zwei Beine.

Um dieses Argument in der WFL zu symbolisieren, müssten wir
zwei verschiedene Satzbuchstaben – etwa ‘V ’ und ‘Z ’ – für die
Prämisse und die Schlussfolgerung verwenden. Aber es ist offen-
sichtlich, dass ‘V ’ ‘Z ’ nicht zur Folge hat. Es gibt eine Bewertung,
nach der ‘V ’ wahr ist, während ‘Z ’ falsch ist. Und das ist so, ob-
wohl das deutsche Argument klarerweise gültig ist.

Zweitens:

2. Jan ist weder glatzig noch nicht-glatzig.

Um diesen Satz in der WFL zu symbolisieren, könnten wir ‘¬ J ∧
¬¬ J ’ nutzen. Dieser Satz ist ein Widerspruch (überprüfen Sie
dies mit einer Wahrheitstabelle), aber der Satz 2 selbst scheint
kein Widerspruch zu sein. Denn es könnte ja sein, dass Jan ein
Grenzfall ist und es nicht klar ist, ob er glatzig ist oder nicht.

Drittens:
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3. Es ist nicht der Fall, dass Gott auf bösartige Gebete antwor-
tet, wenn Er/Sie existiert.

Um diesen Satz in der WFL zu symbolisieren, könnten wir
‘¬(G → M )’ nutzen. ‘¬(G → M )’ hat aber nun ‘G ’ zur Folge
(überprüfen Sie dies mit einer Wahrheitstabelle). Wenn wir al-
so den Satz 3 in der WFL symbolisieren, scheint er zur Folge
zu haben, dass Gott existiert. Aber das ist merkwürdig: Selbst
eine Atheistin kann den Satz 3 akzeptieren, ohne sich selbst zu
widersprechen!

Eine Lehre hier ist, dass die Symbolisierung von 3 als ‘¬(G →
M )’ zeigt, dass 3 nicht das ausdrückt, was wir beabsichtigen. Viel-
leicht sollten wir den Satz wie folgt umformulieren:

3. Wenn Gott existiert, dann antwortet Er/Sie nicht auf bösar-
tige Gebete.

Dann können wir 3 als ‘G → ¬M ’ symbolisieren. Wenn Athe-
ist*innen nun Recht haben und es keinen Gott gibt, dann ist ‘G ’
falsch und ‘G → ¬M ’ wahr. Das Puzzle löst sich damit in Luft
auf. Aber wenn ‘G ’ falsch ist, dann ist ‘G → M ’, ‘Wenn Gott exi-
stiert, dann antwortet Er/Sie auf bösartige Gebete’ ebenso wahr!

Auf unterschiedliche Weise zeigen diese vier Beispiele einige
der Einschränkungen einer Sprache (wie WFL) auf, die nur wahr-
heitsfunktionale Junktoren nutzt. Diese Einschränkungen werfen
einige interessante Fragen in der philosophischen Logik auf. Der
Fall von Jans Glatzigkeit wirft die allgemeine Frage auf, welche
Logik wir anwenden sollten, wenn wir uns mit vagen Sätzen be-
schäftigen. Der Fall der Atheistin wirft die Frage auf, wie wir
mit den (so genannten) Paradoxien des materiellen Konditionals
umgehen sollen. Dieser Kurs ist gedacht, Sie mit Werkzeugen
auszustatten, um diese Fragen der philosophischen Logik zu er-
forschen. Aber wir müssen lernen zu gehen, bevor wir zu laufen
lernen; wir müssen die WFL beherrschen, bevor wir ihre Grenzen
angemessen diskutieren und Alternativen erwägen können.
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12.6 Das doppelte Drehkreuz

Im Folgenden werden wir den Begriff der Folgebeziehung häufig
verwenden. Daher lasst uns nun ein Symbol einführen, das ihn
abkürzt. Anstatt zu sagen, dass die WFL-Sätze A1, A2, . . . und
An , C zur Folge haben, können wir die folgende Abkürzung ver-
wenden:

A1,A2, . . . ,An � C

Das Symbol‘�’ nennen wir das doppelte Drehkreuz, weil es so aus-
sieht wie ein Drehkreuz mit zwei horizontalen Balken.

‘�’ ist kein Symbol der WFL. Es ist ein Symbol unserer Me-
tasprache, dem erweiterten Deutsch (erinnern Sie sich an den Un-
terschied zwischen Objektsprache und Metasprache in §8). Also
ist der folgende Satz in der Metasprache:

• P,P → Q � Q

nur eine Abkürzung für diesen Satz unserer Metasprache:

• Die WFL-Sätze ‘P ’ und ‘P → Q ’ haben ‘Q ’ zur Folge.

Beachten Sie, dass es keine Grenze der Anzahl der WFL-Sätze
gibt, die vor dem Symbol ‘�’ erwähnt werden können. Wir können
sogar den Grenzfall in Betracht ziehen:

� C

Dies besagt, dass es keine Bewertung gibt, die alle Sätze, die
auf der linken Seite von ‘�’ erwähnt werden, wahr und C falsch
macht. Da hier auf der linken Seite von ‘�’ keine Sätze erwähnt
werden, bedeutet dies, dass es keine Bewertung gibt, die C falsch
macht. Anders ausgedrückt heißt das, dass jede Bewertung C

wahr macht. C ist also eine Tautologie.
Auf ähnliche Art können wir aussagen, dass A ein Wider-

spruch ist:
A �

Denn dies besagt, dass keine Bewertung Awahr macht.
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Manchmal wollen wir verneinen, dass eine Folgebeziehung
besteht. Das können wir so tun:

Es ist nicht der Fall, dass A1, . . . ,An � C

Um dies abzukürzen, können wir einfach das doppelte Drehkreuz
durchstreichen:

A1,A2, . . . ,An 2 C

Dies bedeutet, dass zumindest eine Bewertung A1, . . . ,An wahr
und C falsch macht. (Beachten Sie, dass hieraus nicht folgt, dass
A1, . . . ,An¬C. Denn das würde bedeuten, dass jede Bewertung
A1, . . . ,An wahr und C falsch macht).

12.7 ‘�’ und ‘→’

Lasst uns nun ‘�’ und ‘→’ gegenüberstellen.
Es gilt: A � C genau dann, wenn keine Bewertung A wahr

und C falsch macht.
Es gilt auch: A → C ist eine Tautologie genau dann, wenn

keine BewertungA→ C falsch macht. Weil ein Konditional wahr
ist, es sei denn sein Antezedens ist wahr und sein Konsequens ist
falsch, gilt: A→ C ist eine Tautologie genau dann, wenn keine
Bewertung Awahr und C falsch macht.

Wenn wir diese zwei Punkte zusammenfassen, sehen wir, dass
A → C eine Tautologie ist genau dann, wenn A � C. Aber es
gibt einen sehr wichtigen Unterschied zwischen ‘�’ und ‘→’:

‘→’ ist ein Junktor der WFL.
‘�’ ist ein Symbol des erweiterten Deutschen.

Wenn ‘→’ von zwei WFL-Sätzen flankiert wird, dann ist das
Ergebnis ein komplexerer WFL-Satz. Wenn wir dagegen ‘�’ ver-
wenden, bilden wir einen metasprachlichen Satz, der die umge-
benden WFL-Sätze erwähnt.
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Übungen

A. Gehen Sie Ihre Antworten zu §11A noch einmal durch. Be-
stimmen Sie, welche Sätze Tautologien sind, welche Widersprü-
che und welche weder Tautologien noch Widersprüche.
B. Bestimmen Sie anhand von Wahrheitstabellen, ob die folgen-
den Satzmengen konsistent oder inkonsistent sind.

1. A → A, ¬A → ¬A, A ∧ A, A ∨ A
2. A ∨ B , A → C , B → C
3. B ∧ (C ∨ A), A → B , ¬(B ∨C )
4. A ↔ (B ∨C ), C → ¬A, A → ¬B

C. Verwenden Sie Wahrheitstabellen, um festzustellen, ob die fol-
genden Argumente gültig oder ungültig sind.

1. A → A ∴ A
2. A → (A ∧ ¬A) ∴ ¬A
3. A ∨ (B → A) ∴ ¬A → ¬B
4. A ∨ B,B ∨C,¬A ∴ B ∧C
5. (B ∧ A) → C, (C ∧ A) → B ∴ (C ∧ B) → A

D. Bestimmen Sie anhand einer kompletten Wahrheitstabelle, ob
es sich bei den folgenden Sätzen um Tautologien, Widersprüche
oder kontingente Sätze handelt.

1. ¬B ∧ B
2. ¬D ∨D
3. (A ∧ B) ∨ (B ∧ A)
4. ¬[A → (B → A)]
5. A ↔ [A → (B ∧ ¬B)]
6. [(A ∧ B) ↔ B] → (A → B)

E. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Satzpaare äquivalent sind. Wenn sie es sind, schreiben
Sie “äquivalent”; andernfalls “nicht äquivalent”.
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1. A und ¬A
2. A ∧ ¬A und ¬B ↔ B
3. [(A ∨ B) ∨C ] und [A ∨ (B ∨C )]
4. A ∨ (B ∧C ) und (A ∨ B) ∧ (A ∨C )
5. [A ∧ (A ∨ B)] → B und A → B

F. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Satzpaare äquivalent sind. Wenn sie es sind, schreiben
Sie “äquivalent”; andernfalls “nicht äquivalent”.

1. A → A und A ↔ A
2. ¬(A → B) und ¬A → ¬B
3. A ∨ B und ¬A → B
4. (A → B) → C und A → (B → C )
5. A ↔ (B ↔ C ) und A ∧ (B ∧C )

G. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Satzmengen konsistent oder inkonsistent sind.

1. A ∧ ¬B , ¬(A → B), B → A

2. A ∨ B , A → ¬A, B → ¬B
3. ¬(¬A ∨ B), A → ¬C , A → (B → C )
4. A → B , A ∧ ¬B
5. A → (B → C ), (A → B) → C , A → C

H. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Satzmengen konsistent oder inkonsistent sind.

1. ¬B , A → B , A

2. ¬(A ∨ B), A ↔ B , B → A

3. A ∨ B , ¬B , ¬B → ¬A
4. A ↔ B , ¬B ∨ ¬A, A → B

5. (A ∨ B) ∨C , ¬A ∨ ¬B , ¬C ∨ ¬B

I. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Argumente gültig sind.
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1. A → B , B ∴ A
2. A ↔ B , B ↔ C ∴ A ↔ C
3. A → B , A → C ∴ B → C
4. A → B , B → A ∴ A ↔ B

J. Bestimmen Sie anhand kompletter Wahrheitstabellen, ob die
folgenden Argumente gültig sind.

1. A ∨
[
A → (A ↔ A)

]
∴ A

2. A ∨ B , B ∨C , ¬B ∴ A ∧C
3. A → B , ¬A ∴ ¬B
4. A, B ∴ ¬(A → ¬B)
5. ¬(A ∧ B), A ∨ B , A ↔ B ∴ C

K. Beantworten Sie die folgenden Fragen und begründen Sie Ihre
Antworten.

1. Nehmen Sie an, dass Aund Bäquivalent sind. Was können
Sie über A↔ B sagen?

2. Nehmen Sie an, dass (A∧ B) → C weder eine Tautologie
noch ein Widerspruch ist. Was können Sie zur Frage, ob
A,B ∴ C gültig ist, sagen?

3. Nehmen Sie an, dass A ein Widerspruch ist. Was können
Sie zur Frage, ob A,B � C, sagen?

4. Nehmen Sie an, dass Ceine Tautologie ist. Was können Sie
zur Frage, ob A,B � C, sagen?

5. Nehmen Sie an, dass Aund Bäquivalent sind. Was können
Sie über (A∨ B) sagen?

6. Nehmen Sie an, dass A und B nicht äquivalent sind. Was
können Sie über (A∨ B) sagen?

L. Betrachten Sie das folgende Prinzip:

• Nehmen Sie an, dass Aund Bäquivalent sind. Nehmen Sie
an, ein Argument enthält A (entweder als Prämisse oder
als Schlussfolgerung). Die Gültigkeit dieses Argument wäre
unverändert wenn wir Amit B ersetzen würden.
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Ist dieses Prinzip korrekt? Erklären Sie Ihre Antwort.



KAPITEL 13

Abkürzungen für
Wahrheitstabellen

Mit etwas Übung werden Sie beim Ausfüllen von Wahrheitsta-
bellen schnell zum Profi. In diesem Abschnitt betrachten (und
begründen) wir einige Abkürzungen, die Ihnen dabei helfen kön-
nen.

Sie werden schnell feststellen, dass Sie nicht den Wahrheits-
wert jedes einzelnen Satzbuchstabens kopieren müssen, sondern
einfach auf diese zurückverweisen können. So können Sie die Din-
ge beschleunigen, indem sie Dinge wie folgt aufschreiben:

P Q (P ∨Q )↔¬P
T T T F F
T F T F F
F T T T T
F F F F T

Sie wissen auch, dass eine Disjunktion notwendigerweise wahr
ist, wenn eines der Disjunkte wahr ist. Wenn Sie also ein wah-
res Disjunkt finden, müssen Sie den Wahrheitswert des anderen
Disjunkts nicht erarbeiten. Zum Beispiel:

P Q (¬P ∨¬Q ) ∨ ¬P
T T F F F F F
T F F TT TF
F T TT
F F TT
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Ebenso wissen Sie, dass eine Konjunktion notwendigerweise
falsch ist, wenn einer der Konjunkte falsch ist. Wenn Sie also
einen falschen Konjunkt finden, müssen Sie den Wahrheitswert
des anderen Konjunkts nicht erarbeiten. Zum Beispiel:

P Q ¬(P ∧¬Q ) ∧ ¬P
T T F F
T F F F
F T T F TT
F F T F TT

Eine ähnliche Abkürzung gibt es auch für Konditionale. Wir wis-
sen, dass ein Konditional wahr ist, wenn entweder sein Konse-
quens wahr oder sein Antezedens falsch ist. Also können Sie wie
folgt verfahren:

P Q ((P→Q )→P )→P
T T T
T F T
F T T F T
F F T F T

Es folgt hieraus, dass ‘((P → Q ) → P ) → P ’ eine Tautologie
ist. Tatsächlich ist es ein Beispiel von Peirce’s Law, benannt nach
Charles Sanders Peirce.

13.1 Auf Gültigkeit testen

In §12 haben wir gesehen, wie man Wahrheitstabellen verwendet,
um für Gültigkeit zu testen. Wir testen auf schlechte Zeilen: Zeilen,
in denen die Prämissen alle wahr sind und die Schlussfolgerung
falsch. Nun:

• Wenn die Schlussfolgerung in einer Zeile wahr ist, dann ist
diese Zeile nicht schlecht und wir müssen nichts anderes in
dieser Zeile ausfüllen, um dies zu wissen.
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• Wenn eine Prämisse in einer Zeile falsch ist, dann ist diese
Zeile nicht schlecht und wir müssen nichts anderes in dieser
Zeile ausfüllen, um dies zu wissen

Vor diesem Hintergrund können wir unsere Tests erheblich
beschleunigen. Lassen Sie uns überlegen, wie wir Folgendes te-
sten könnten:

¬L → ( J ∨ L),¬L ∴ J

Das erste, was wir tun sollten, ist, die Schlussfolgerung zu be-
werten. Wenn wir feststellen, dass die Schlussfolgerung auf einer
Zeile wahr ist, dann ist das keine schlechte Zeile. Wir können
also den Rest der Zeile einfach ignorieren. Nach unserer ersten
Phase bleibt uns also so etwas wie das hier:

J L ¬L→( J ∨L) ¬L J
T T T
T F T
F T ? ? F
F F ? ? F

wo die Leerzeichen darauf hinweisen, dass wir nicht weiter arbei-
ten müssen (da die Zeile nicht schlecht ist), und die Fragezeichen
anzeigen, dass wir noch weiter prüfen müssen.

Die Prämisse, die am einfachsten zu bewerten ist, ist die Zwei-
te. Also schauen wir uns diese als nächste an:

J L ¬L→( J ∨L) ¬L J
T T T
T F T
F T F F
F F ? T F

Jetzt brauchen wir uns nicht länger um die dritte Zeile der Tabelle
kümmern. Sie ist nicht schlecht, weil eine Prämisse in dieser Zeile
falsch ist.

Zuletzt können wir die Wahrheitstabelle vervollständigen:
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J L ¬L→( J ∨L) ¬L J
T T T
T F T
F T F F
F F T F F T F

Die Wahrheitstabelle hat keine schlechten Zeilen, also ist das Ar-
gument gültig. Jede Bewertung, die alle Prämissen wahr macht,
macht auch die Schlussfolgerung wahr.

Es lohnt sich, uns die Taktik noch einmal anzuschauen. Be-
trachten Sie folgendes Argument:

A ∨ B,¬(B ∧C ) ∴ (A ∨ ¬C )

Auch hier beginnen wir damit die Schlussfolgerung zu bewerten.
Da es sich hier um eine Disjunktion handelt, ist sie notwendiger-
weise wahr, wenn eines der beiden Disjunkte wahr ist. Dies hilft
uns unsere Arbeit zu beschleunigen.

A B C A ∨ B ¬(B ∧C ) (A ∨ ¬C )
T T T T
T T F T
T F T T
T F F T
F T T ? ? F F
F T F TT
F F T ? ? F F
F F F TT

Wir können nun alle Zeilen ignorieren, ausgenommen jene, in
denen der Satz nach dem Drehkreuz falsch ist. Wenn wir die
zwei Sätze auf der linken Seite des Drehkreuzes bewerten, dann
kriegen wir:
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A B C A ∨ B ¬(B ∧C ) (A ∨ ¬C )
T T T T
T T F T
T F T T
T F F T
F T T T F T F F
F T F TT
F F T F F F
F F F TT

Das Argument ist gültig. Und unsere Abkürzungen haben uns viel
Arbeit erspart.

Wir haben über Abkürzungen beim Testen auf Gültigkeit ge-
sprochen. Aber genau dieselben Abkürzungen können auch beim
Testen auf die Folgebeziehung verwendet werden. Wenn Sie ei-
nen analogen Begriff von schlechten Zeilen verwenden, können
Sie sich so eine Menge Arbeit ersparen.

Übungen

A.Mithilfe von Abkürzungen, prüfen Sie, ob die folgenden Sätze
Tautologien, Widersprüche oder weder noch sind.

1. ¬B ∧ B
2. ¬D ∨D
3. (A ∧ B) ∨ (B ∧ A)
4. ¬[A → (B → A)]
5. A ↔ [A → (B ∧ ¬B)]
6. ¬(A ∧ B) ↔ A
7. A → (B ∨C )
8. (A ∧ ¬A) → (B ∨C )
9. (B ∧D) ↔ [A ↔ (A ∨C )]



KAPITEL 14

Partielle
Wahrheitstabellen

Manchmal müssen wir nicht wissen, was in jeder Zeile einer
Wahrheitstabelle der Fall ist. Manchmal genügen auch schon ein
oder zwei Zeilen.

Tautologie. Um zu zeigen, dass ein Satz eine Tautologie ist,
müssen wir zeigen, dass er jeder Bewertung nach wahr ist. Das
heißt, wir müssen wissen, dass er in jeder Zeile der Wahrheitsta-
belle wahr ist. Daher brauchen wir eine komplette Wahrheitsta-
belle.

Um zu zeigen, dass ein Satz keine Tautologie ist, brauchen
wir jedoch nur eine Zeile: eine Zeile, in der der Satz falsch ist.
Nehmen Sie an, wir wollen zeigen, dass der Satz ‘(U ∧ T ) →
(S ∧W )’ keine Tautologie ist. Hierzu nutzen wir eine partielle
wahrheitstabelle:

S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
F

Wir haben hier nur für eine Zeile Platz gelassen und nicht 16.
Denn wir halten nur nach einer Zeile Ausschau, in der der Satz
falsch ist.

Der Hauptjunktor des Satzes ist das Konditional. Damit das
Konditional falsch ist, muss das Antezedens wahr sein und das
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Konsequens falsch. Dementsprechend füllen wir unsere Tabelle
ein:

S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
T F F

Damit ‘(U ∧T )’ wahr ist, müssen sowohl ‘U ’ als auch ‘T ’ wahr
sein.

S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
T T T T T F F

Nun brauchen wir nur noch ‘(S ∧W )’ falsch zu machen. Um das
zu tun, müssen wir zumindest einen der beiden Satzbuchstaben
‘S ’ und ‘W ’ falsch machen. Falls wir wollen, können wir auch
beide falsch machen. Es ist nur wichtig, dass der ganze Satz in
dieser Zeile falsch ist. Eine willkürliche Entscheidung treffend,
können wir die Tabelle auf diese Weise ausfüllen:

S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
F T T F T T T F F F F

Wir haben jetzt eine partielle Wahrheitstabelle, die zeigt, dass
‘(U ∧ T ) → (S ∧W )’ keine Tautologie ist. Wir haben gezeigt,
dass es eine Bewertung gibt, die ‘(U ∧ T ) → (S ∧W )’ falsch
macht, nämlich die Bewertung, die ‘S ’ falsch, ‘T ’ wahr, ‘U ’ wahr
und ‘W ’ falsch macht.

Widersprüche. Um zu zeigen, dass ein Satz ein Widerspruch
(in der WFL) ist, bedarf es einer kompletten Wahrheitstabelle:
Wir müssen zeigen, dass es keine Bewertung gibt, die den Satz
wahr macht; d.h., wir müssen zeigen, dass der Satz in jeder Zeile
der Wahrheitstabelle falsch ist.

Um jedoch zu zeigen, dass etwas keinWiderspruch ist, müssen
wir nur eine Bewertung finden, die den Satz wahr macht. Dafür
reicht schon eine Zeile einer Wahrheitstabelle aus. Wir können
dies mit dem gleichen Beispiel wie vorher veranschaulichen.
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S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
T

Damit der Satz wahr ist, reicht es aus, sicherzustellen, dass das
Antezedens falsch ist. Da das Antezedens eine Konjunktion ist,
müssen wir nur eines seiner Konjunkte falsch machen. Eine will-
kürliche Wahl treffend, machen wir ‘U ’ falsch; wir können dann
den anderen Satzbuchstaben beliebige Wahrheitswerte zuweisen.

S T U W (U ∧T )→(S ∧W )
F T F F F F T T F F F

Äquivalenz. Um zu zeigen, dass zwei Sätze äquivalent sind,
müssen wir zeigen, dass die Sätze jeder Bewertung nach den glei-
chen Wahrheitswert haben. Dies erfordert also eine komplette
Wahrheitstabelle.

Um aber zu zeigen, dass zwei Sätze nicht äquivalent sind, müs-
sen wir nur zeigen, dass es eine Bewertung gibt, laut der sie unter-
schiedliche Wahrheitswerte haben. Dazu bedarf es also nur einer
einzeiligen partiellen Wahrheitstabelle. Füllen Sie die Tabelle so
aus, dass ein Satz wahr und der andere falsch ist.

Konsistenz. Um zu zeigen, dass Sätze konsistent sind, müs-
sen wir zeigen, dass es eine Bewertung gibt, die alle Sätze wahr
macht. Dies erfordert nur eine partielle Wahrheitstabelle, mit ei-
ner Zeile.

Um aber zu zeigen, dass Sätze inkonsistent, müssen wir zei-
gen, dass es keine Bewertung gibt, die alle Sätze wahr macht.
Dies erfordert also eine komplette Wahrheitstabelle. Sie müssen
zeigen, dass in jeder Zeile der Tabelle mindestens einer der Sätze
falsch ist.

Folgebeziehung und Gültigkeit. Um zu zeigen, dass ein Ar-
gument gültig ist, müssen wir zeigen, dass es keine Bewertung
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gibt, die alle Prämissen des Arguments wahr, die Schlussfolge-
rung aber falsch, macht. Dies erfordert also eine komplette Wahr-
heitstabelle. (Gleiches gilt für die Folgebeziehung).

Um zu zeigen, dass ein Argument ungültig ist, müssen wir
allerdings nur zeigen, dass es eine Bewertung gibt, die alle Prä-
missen wahr und die Schlussfolgerung falsch macht. Dazu bedarf
es nur einer einzeiligen partiellen Wahrheitstabelle, in der alle
Prämissen wahr sind, die Schlussfolgerung jedoch falsch. (Glei-
ches gilt auch für das Nichtvorhandensein der Folgebeziehung).

Wir können unsere Erkenntnisse in diesemAbschnitt wie folgt
zusammenfassen:

Ja Nein
Tautologie? komplett einzeilig partiell
Widerspruch? komplett einzeilig partiell
äquivalent? komplett einzeilig partiell
konsistent? einzeilig partiell komplett
gültig? komplett einzeilig partiell
Folge? komplett einzeilig partiell

Übungen

A. Nutzen Sie komplette oder partielle Wahrheitstabellen (je
nach Bedarf), um zu bestimmen, ob die Satzpaare äquivalent
sind.

1. A, ¬A
2. A, A ∨ A
3. A → A, A ↔ A
4. A ∨ ¬B , A → B
5. A ∧ ¬A, ¬B ↔ B
6. ¬(A ∧ B), ¬A ∨ ¬B
7. ¬(A → B), ¬A → ¬B
8. (A → B), (¬B → ¬A)
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B.Nutzen Sie komplette oder partielle Wahrheitstabellen (je nach
Bedarf), um zu bestimmen, ob die folgenden Satzmengen konsi-
stent oder inkonsistent sind.

1. A ∧ B , C → ¬B , C
2. A → B , B → C , A, ¬C
3. A ∨ B , B ∨C , C → ¬A
4. A, B , C , ¬D , ¬E, F
5. A ∧ (B ∨C ), ¬(A ∧C ), ¬(B ∧C )
6. A → B , B → C , ¬(A → C )

C. Nutzen Sie komplette oder partielle Wahrheitstabellen (je
nach Bedarf), um zu bestimmen, ob die folgenden Argumente
gültig oder ungültig sind:

1. A ∨
[
A → (A ↔ A)

]
∴ A

2. A ↔ ¬(B ↔ A) ∴ A
3. A → B,B ∴ A
4. A ∨ B,B ∨C,¬B ∴ A ∧C
5. A ↔ B,B ↔ C ∴ A ↔ C

D. Bestimmen Sie, ob die folgenden Sätze Tautologien, Wider-
sprüche oder kontingente Sätze sind. Verteidigen Sie ihre Ant-
wort anhand einer kompletten oder partiellen Wahrheitstabelle
(je nach Bedarf).

1. A → ¬A
2. A → (A ∧ (A ∨ B))
3. (A → B) ↔ (B → A)
4. A → ¬(A ∧ (A ∨ B))
5. ¬B → [(¬A ∧ A) ∨ B]
6. ¬(A ∨ B) ↔ (¬A ∧ ¬B)
7. [(A ∧ B) ∧C ] → B

8. ¬
[
(C ∨ A) ∨ B

]
9.

[
(A ∧ B) ∧ ¬(A ∧ B)

]
∧C
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10. (A ∧ B)] → [(A ∧C ) ∨ (B ∧D)]

E. Bestimmen Sie, ob die folgenden Sätze Tautologien, Wider-
sprüche oder kontingente Sätze sind. Begründen Sie ihre Antwort
mittels einer kompletten oder partiellenWahrheitstabelle (je nach
Bedarf).

1. ¬(A ∨ A)
2. (A → B) ∨ (B → A)
3. [(A → B) → A] → A

4. ¬[(A → B) ∨ (B → A)]
5. (A ∧ B) ∨ (A ∨ B)
6. ¬(A ∧ B) ↔ A

7. A → (B ∨C )
8. (A ∧ ¬A) → (B ∨C )
9. (B ∧D) ↔ [A ↔ (A ∨C )]
10. ¬[(A → B) ∨ (C → D)]

F. Anhand von komplette Wahrheitstabellen, bestimmen Sie, ob
die folgenden Satzpaare äquivalent sind.

1. A und A ∨ A
2. A und A ∧ A
3. A ∨ ¬B und A → B
4. (A → B) und (¬B → ¬A)
5. ¬(A ∧ B) und ¬A ∨ ¬B
6. ((U → (X ∨ X )) ∨U ) und ¬(X ∧ (X ∧U ))
7. ((C ∧ (N ↔ C )) ↔ C ) und (¬¬¬N → C )
8. [(A ∨ B) ∧C ] und [A ∨ (B ∧C )]
9. ((L ∧C ) ∧ I ) und L ∨C

G. Bestimmen Sie, ob die folgenden Satzmengen konsistent oder
inkonsistent sind. Begründen Sie Ihre Antwort mittels einer kom-
pletten oder partiellen Wahrheitstabelle (je nach Bedarf).

1. A → A, ¬A → ¬A, A ∧ A, A ∨ A
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2. A → ¬A, ¬A → A
3. A ∨ B , A → C , B → C
4. A ∨ B , A → C , B → C , ¬C
5. B ∧ (C ∨ A), A → B , ¬(B ∨C )
6. (A ↔ B) → B , B → ¬(A ↔ B), A ∨ B
7. A ↔ (B ∨C ), C → ¬A, A → ¬B
8. A ↔ B , ¬B ∨ ¬A, A → B
9. A ↔ B , A → C , B → D , ¬(C ∨D)
10. ¬(A ∧ ¬B), B → ¬A, ¬B

H. Bestimmen Sie, ob die folgenden Argumente gültig oder un-
gültig sind. Begründen Sie Ihre Antwort mittels einer kompletten
oder partiellen Wahrheitstabelle (je nach Bedarf).

1. A → (A ∧ ¬A) ∴ ¬A
2. A ∨ B , A → B , B → A ∴ A ↔ B
3. A ∨ (B → A) ∴ ¬A → ¬B
4. A ∨ B , A → B , B → A ∴ A ∧ B
5. (B ∧ A) → C , (C ∧ A) → B ∴ (C ∧ B) → A
6. ¬(¬A ∨ ¬B), A → ¬C ∴ A → (B → C )
7. A ∧ (B → C ), ¬C ∧ (¬B → ¬A) ∴ C ∧ ¬C
8. A ∧ B , ¬A → ¬C , B → ¬D ∴ A ∨ B
9. A → B ∴ (A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)
10. ¬A → B ,¬B → C ,¬C → A ∴ ¬A → (¬B ∨ ¬C )

I. Bestimmen Sie, ob die folgenden Argumente gültig oder un-
gültig sind. Begründen Sie Ihre Antwort mittels einer kompletten
oder partiellen Wahrheitstabelle (je nach Bedarf).

1. A ↔ ¬(B ↔ A) ∴ A
2. A ∨ B , B ∨C , ¬A ∴ B ∧C
3. A → C , E → (D ∨ B), B → ¬D ∴ (A ∨C ) ∨ (B → (E ∧D))
4. A ∨ B , C → A, C → B ∴ A → (B → C )
5. A → B , ¬B ∨ A ∴ A ↔ B
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Natürliche
Herleitungssysteme

In §2 hatten wir gesagt, dass ein Argument gültig ist dann und
nur dann, wenn es keinen Fall gibt, in dem alle Prämissen wahr
sind und die Schlussfolgerung falsch ist.

Diese Definition gab uns einen Grund, Wahrheitstabel-
len einzuführen. Jede Zeile einer kompletten Wahrheitstabelle
entspricht einer Bewertung. Wenn wir also mit einem WFL-
Argument konfrontiert werden, dann haben wir eine einfache
Strategie, um herauszufinden, ob es eine Bewertung gibt, bei der
die Prämissen des Arguments wahr sind und seine Schlussfol-
gerung falsch: wir gehen einfach die Wahrheitstabelle des Argu-
ments durch.

Allerdings helfen uns die Wahrheitstabellen nur bedingt da-
bei, ein Verständnis dafür zu entwickeln, wieso bestimmte Argu-
mente gültig sind. Betrachten Sie die folgenden zwei Argumente:

P ∨Q ,¬P ∴ Q
P → Q ,P ∴ Q

Diese sind klarerweise gültig. Sie können dies herausfinden, in-
dem Sie eine vierzeilige Wahrheitstabelle konstruieren. Aber die
beiden Argumente unterscheiden sich in ihrer Form. Und es wäre
schon, diese verschiedenen Formen des Schließens nicht aus den
Augen zu verlieren.
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Ein Ziel eines natürlichen Herleitungssystems ist es, die Gültig-
keit bestimmter Argument so zu überprüfen, dass wir nachvoll-
ziehen können, welche Argumentation ihrer Gültigkeit zu Grunde
liegt. Wir fangen dazu mit sehr einfachen Herleitungsregeln an.
Diese können wir dann zu komplexeren Argumenten kombinie-
ren. Wir erhoffen uns, mit einem möglichst kleinem Startpaket
möglichst viele gültige Argumente zu erfassen.

Dies ist eine ganz andere Art, Argumente zu begreifen.
Bei Wahrheitstabellen betrachten wir verschiedene Möglich-

keiten, Bewertungen, Sätze wahr oder falsch zu machen. Bei na-
türlichen Herleitungssystemen hingegen manipulieren wir Sätze
nach Herleitungsregeln, die wir im Vorhinein als gute Regeln fest-
gelegt haben. Letzteres verspricht uns einen besseren Blick – oder
zumindest einen anderen – auf die Gründe wieso bestimmte Ar-
gumente gültig sind.

Der Übergang zur natürlichen Herleitung ist nicht nur von
der Suche nach besserem Verständnis motiviert. Er ist einfach
notwendig. Betrachten Sie:

A1 → C1 ∴ (A1 ∧ A2 ∧ A3 ∧ A4 ∧ A5) → (C1 ∨C2 ∨C3 ∨C4 ∨C5)

Um herauszufinden, ob dieses Argument gültig ist, könnten Sie
eineWahrheitstabelle mit 1024 Zeilen konstruieren. Wenn Sie das
erfolgreich täten, dann könnten Sie sehen, dass es keine Zeile
gibt, in der alle Prämissen wahr sind und die Schlussfolgerung
falsch. Sie könnten also wissen, dass das Argument gültig ist.

Eine solche Wahrheitstabelle ist schon lang. Aber betrachten
Sie:

A1 → C1 ∴ (A1 ∧ A2 ∧ A3 ∧ A4 ∧ A5 ∧ A6 ∧ A7 ∧ A8 ∧ A9 ∧ A10) →
(C1 ∨C2 ∨C3 ∨C4 ∨C5 ∨C6 ∨C7 ∨C8 ∨C9 ∨C10)

Dieses Argument ist ebenfalls gültig. Aber um dies mittels einer
Wahrheitstabelle herauszufinden bräuchten Sie eine Tabelle mit
220 = 1048576 Zeilen. Im Prinzip könnten wir hierzu einen Com-
puter verwenden, der sich an Wahrheitstabellen abschindet und
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zurückmeldet, wenn er fertig ist. In der Praxis aber sind kompli-
zierte Argumente der WFL unlösbar, wenn wir Wahrheitstabellen
verwenden.

Wenn wir zur Logik erster Ordnung (LEO) kommen (in Ka-
pitel 22), verschlimmert sich die Situation noch weiter. Es gibt
keinen Wahrheitstabellen-Test in der LEO. Um herauszufinden,
ob ein Argument der LEO gültig ist oder nicht, müssen wir über
alle Interpretationen nachdenken. Aber wie wir sehen werden,
gibt es unendlich viele mögliche Interpretationen. Nicht einmal
einen Computer könnten wir so einstellen, dass er sich an unend-
lich vielen möglichen Interpretationen abschindet und am Ende
Bericht erstattet: Der Rechenprozess des Computers würde nie
fertig werden. Wir müssen also entweder eine effizientere Art und
Weise finden, wie wir über alle Interpretationen nachdenken kön-
nen, oder wir müssen nach einem anderen Test für die Gültigkeit
suchen.

Es gibt in der Tat Systeme, die über alle möglichen Interpre-
tationen Schlussfolgerungen liefern können. Sie wurden in den
1950er Jahren von Evert Beth und Jaakko Hintikka entwickelt.
Aber wir werden uns nicht mit diesen Systemen auseinanderset-
zen. Stattdessen werden wir natürliche Herleitungssysteme ein-
führen.

Anstatt uns (im Falle der WFL) direkt einen Überblick über
alle möglichen Bewertungen zu verschaffen, werden wir einige
einfache Herleitungsregeln auswählen. Einige dieser Regeln wer-
den das Verhalten der Junktoren betreffen. Andere das Verhal-
ten der Quantoren und der Identität, die das Markenzeichen der
LEO sind. Das resultierende Herleitungssystem wird uns eine
neue Art und Weise geben, die Gültigkeit von Argumenten zu
überprüfen.

Die moderne Entwicklung der natürlichen Herleitung geht
auf gleichzeitig erschienene, aber nicht zusammenhängende Ar-
beiten von Gerhard Gentzen und Stanisław Jaśkowski (1934) zu-
rück. Das System der natürlichen Herleitung, das wir betrach-
ten werden, basiert jedoch weitgehend auf Arbeiten von Frederic
Fitch (erstmals 1952 veröffentlicht).
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Grundregeln für die
WFL

Wir werden ein System der natürlichen herleitung ent-
wickeln. Für jeden Junktor wird es einführungsregeln geben,
die es uns erlauben, einen Satz herzuleiten, der diesen Junktor
als Hauptjunktor hat. Zudem wird es eliminationsregeln ge-
ben, die es uns erlauben, aus einem Satz mit diesem Junktor als
Hauptjunktor einen anderen Satz herzuleiten.

16.1 Die Idee eines formalen Beweises

Ein formaler Beweis ist eine Reihe von Sätzen, von denen eini-
ge als anfängliche Annahmen (oder Prämissen) gekennzeichnet
sind. Die letzte Zeile eines formalen Beweises ist die Schlussfolge-
rung. (Im Folgenden werden wir formale Beweise einfach ‘Bewei-
se’ nennen, aber seien Sie sich bewusst, dass es auch informelle
Beweise gibt).

Zur Veranschaulichung, betrachten Sie:

¬(A ∨ B) ∴ ¬A ∧ ¬B

Wir beginnen einen Beweis, indem wir die Prämisse aufschreiben:

1 ¬(A ∨ B)

118
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Beachten Sie, dass wir die Prämisse nummeriert haben, damit
wir uns später auf sie beziehen können. Jede Beweiszeile ist num-
meriert, damit wir uns später auf sie beziehen können.

Beachten Sie auch, dass wir einen Strich unter der Prämisse
gezogen haben. Alles, was oberhalb des Strichs geschrieben ist,
ist eine Annahme (oder Prämisse). Alles, was unter dem Strich
aufgeschrieben wird, ist entweder etwas, das aus den Annah-
men folgt, oder es ist eine neue Annahme. Wir hoffen, dass wir
‘¬A ∧ ¬B ’ als Schlussfolgerung erreichen können; daher hoffen
wir, unseren Beweis letztlich mit

n ¬A ∧ ¬B

für irgendeine Zahl n abschließen zu können. Es spielt keine Rol-
le, auf welcher Zeilennummer wir enden. Aber wir würden natür-
lich einen kurzen Beweis einem langen vorziehen.

Nehmen wir an, wir betrachten:

A ∨ B,¬(A ∧C ),¬(B ∧ ¬D) ∴ ¬C ∨D

Dieses Argument hat drei Prämissen. Also fangen wir an, indem
wir sie alle aufschreiben, nummerieren und dann unter ihnen eine
Linie ziehen:

1 A ∨ B

2 ¬(A ∧C )

3 ¬(B ∧ ¬D)

Hier wollen wir mit folgender Zeile abschließen:

n ¬C ∨D

Alles, was noch zu tun bleibt, ist, die Herleitungsregeln zu erklä-
ren, die wir auf demWeg von den Prämissen hin zur Schlussfolge-
rung anwenden können. Die Regeln sind nach unseren Junktoren
geordnet.
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16.2 Wiederholung

Die allererste Regel ist so offensichtlich, dass es überraschend ist,
dass wir uns überhaupt mit ihr beschäftigen.

Wenn Sie im Laufe eines Beweises bereits etwas hergeleitet
haben, dann erlaubt Ihnen dieWiederholungsregel (auch Reiterati-
onsregel genannt), es in einer neuen Zeile zu wiederholen. Zum
Beispiel:

4 A ∧ B
...

...

10 A ∧ B R 4

Hier haben wir ‘A ∧ B ’ erstmals in Zeile 4 aufgeschrieben. Nun,
in einer späteren Zeile – Zeile 10, zum Beispiel – haben wir be-
schlossen, dass wir diesen Satz wiederholen wollen. Also schrei-
ben wir ihn noch einmal auf. Wir fügen auch ein Zitat hinzu,
welches den Satz, den wir aufgeschrieben haben, rechtfertigt. In
diesem Fall schreiben wir ‘R’ (wie ‘Reiteration’), um kenntlich
zu machen, dass wir die Wiederholungsregel verwenden, und wir
schreiben ‘4’, um zu zeigen, dass wir sie auf Zeile 4 angewendet
haben.

Hier ist eine allgemeine Formulierung der Wiederholungsre-
gel:

m A

A R m

Diese Regel besagt, dass, wenn irgendein Satz A in irgendeiner
Zeile vorkommt, wir A in späteren Zeilen wiederholen können.
Jede Zeile unseres Beweises muss durch irgendeine Regel gerecht-
fertigt sein: hier haben wir ‘R m’. Das bedeutet: Wiederholung,
angewandt auf Zeile m.

Lassen Sie uns zwei Dinge betonen. Erstens: ‘metavA’ ist kein
Satz der WFL. Es ist ein Symbol der Metasprache, das wir ver-
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wenden, wenn wir über einen beliebigen Satz der WFL sprechen
wollen (siehe §8). Zweitens: das Symbol ‘m’ wird niemals in einem
Beweis aufscheinen. Denn es ist ein Symbol der Metasprache, das
wir verwenden, wenn wir über eine beliebige Zeilennummer eines
Beweises sprechen wollen. In einem tatsächlichen Beweis sind die
Zeilen mit ‘1’, ‘2’, ‘3’ und so weiter nummeriert. Aber wenn wir
die Regel definieren, verwenden wir Variablen wie ‘m’, um klar-
zustellen, dass die Regel an jedem beliebigen Punkt angewendet
werden kann.

16.3 Konjunktion

Nehmen Sie an, wir wollen zeigen, dass Ludwig sowohl reaktio-
när als auch libertär ist. Ein offensichtlicher Weg, dies zu tun,
wäre folgender: Zuerst zeigen wir, dass Ludwig reaktionär ist;
dann zeigen wir, dass Ludwig libertär ist; dann fügen wir diese
beiden Schlussfolgerungen zusammen, um die Konjunktion, dass
Ludwig sowohl reaktionär als auch libertär ist, zu erhalten.

Unser natürliches Herleitungssystem erfasst diese Vorgehens-
weise auf eine einfache Art. Lassen Sie uns für das angegebene
Beispiel den folgenden Symbolisierungsschlüssel verwenden:

R: Ludwig ist reaktionär.
L: Ludwig ist libertär.

Vielleicht arbeiten wir gerade an einem Beweis und haben ‘R’
auf Zeile 8 und ‘L’ auf Zeile 15 erhalten. Dann können wir auf
folgende Art auf jeder folgenden Zeile ‘R ∧ L’ erhalten:

8 R

15 L

R ∧ L ∧I 8, 15

Beachten Sie, dass jede Zeile unseres Beweises entweder eine An-
nahme sein muss oder durch eine Herleitungsregel gerechtfertigt
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sein muss. Wir zitieren hier ‘∧I 8, 15’, um anzuzeigen, dass wir
die Zeile erhalten, indem wir die Regel der Konjunktionseinfüh-
rung (∧I; ‘I’ wie ‘Introduction’) auf Zeilen 8 und 15 anwenden.

Ebenso könnten wir mittels dieser Regel das folgende erhal-
ten:

8 R

15 L

L ∧R ∧I 15, 8

Wobei wir hier das Zitat umkehren, um die Reihenfolge der Kon-
junkte widerzuspiegeln.

Hier ist eine allgemeine Formulierung unserer konjunkti-
onseinführungsregel:

m A

n B

A∧ B ∧I m, n

Der Klarheit wegen: die Formulierung der Regel ist schema-
tisch. Sie ist selbst kein Beweis. ‘A’ und ‘B’ sind keine Sätze der
WFL. Vielmehr sind sie Symbole der Metasprache, die wir ver-
wenden, wenn wir über einen beliebigen Satz der WFL sprechen
wollen (siehe §8). In ähnlicher Weise sind ‘m’ und ‘n’ keine Sym-
bole, die in irgendeinem tatsächlichen Beweis aufscheinen wür-
den. Sie sind Symbole der Metasprache, die wir verwenden, wenn
wir über eine beliebige Zeilennummer eines beliebigen Beweises
sprechen wollen. In einem tatsächlichen Beweis sind die Zeilen
mit ‘1’, ‘2’, ‘3’ und so weiter nummeriert. Aber wenn wir die Re-
gel definieren, verwenden wir Variablen, um zu betonen, dass die
Regel an jedem beliebigen Punkt angewendet werden kann. Die
Regel verlangt nur, dass wir beide Konjunkte schon irgendwo im
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Beweis zur Verfügung haben. Sie können voneinander getrennt,
in verschiedenen Zeilen, und in beliebiger Reihenfolge auftreten.

Die Regel wird ‘Konjunktionseinführung ’ genannt, weil sie das
Symbol ‘∧’ in unseren Beweis einführt. Umgekehrt haben wir
auch eine Regel, die dieses Symbol eliminiert. Nehmen Sie an,
dass Sie gezeigt haben, dass Ludwig sowohl reaktionär als auch
libertär ist. Sie haben nun das Recht zu sagen, dass Ludwig reak-
tionär ist. Ebenso haben Sie das Recht, daraus zu schließen, dass
Ludwig libertär ist. Diesen Tatsachen entsprechend, formulieren
wir unsere konjunktionseliminierungsregel(n):

m A∧ B

A ∧E m

und gleichermaßen:

m A∧ B

B ∧E m

Diese Regel besagt, dass man, wenn man eine Konjunktion
in einer Zeile eines Beweises hat, eines der beiden Konjunkte
erhalten kann, indem man ∧E anwendet. Wichtig ist hier: Sie
können diese Regel nur anwenden, wenn die Konjunktion der
Hauptjunktor eines Satzes ist. Man kann also nicht ‘D ’ von ‘C ∨
(D ∧ E)’ herleiten!

Schon mit den beiden Regeln, die wir bis jetzt eingeführt ha-
ben, ist unser Herleitungssystem sehr leistungsstark:

[(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧ [(E ∨ F ) → (G ∨H )]
∴ [(E ∨ F ) → (G ∨H )] ∧ [(A ∨ B) → (C ∨D)]

Der Hauptjunktor in der Prämisse und der Schlussfolgerung die-
ses Arguments ist ‘∧’. Um einen Beweis zu erbringen, beginnen
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wir damit, die Prämisse als unsere Annahme aufzuschreiben. Un-
ter ihr ziehen wir eine Linie: Alles nach dieser Linie muss aus un-
seren Annahmen durch (wiederholte Anwendung) unserer Her-
leitungsregeln folgen. Der Anfang des Beweises sieht also so aus:

1 [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧ [(E ∨ F ) → (G ∨H )]

Ausgehend von der Prämisse können wir jedes ihrer Konjunkte
durch ∧E erhalten. Der Beweis sieht nun wie folgt aus:

1 [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧ [(E ∨ F ) → (G ∨H )]

2 [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧E 1

3 [(E ∨ F ) → (G ∨H )] ∧E 1

Indem wir die ∧I-Regel auf die Zeilen 3 und 2 (in dieser Rei-
henfolge) anwenden, kommen wir nun zu unserer gewünschten
Schlussfolgerung. Der fertige Beweis sieht wie folgt aus:

1 [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧ [(E ∨ F ) → (G ∨H )]

2 [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧E 1

3 [(E ∨ F ) → (G ∨H )] ∧E 1

4 [(E ∨ F ) → (G ∨H )] ∧ [(A ∨ B) → (C ∨D)] ∧I 3, 2

Dies ist ein sehr einfacher Beweis, aber er veranschaulicht sehr
schön, wie wir Herleitungsregeln zu längeren Beweisen verket-
ten können. Am Rande sei angemerkt, dass die komplette Wahr-
heitstabelle dieses Arguments 256 Zeilen erfordert hätte; unser
formaler Beweis hingegen benötigte nur vier Zeilen.

Es lohnt sich, ein weiteres Beispiel durchzuarbeiten. Bereits
in §11.3 haben wir festgestellt, dass dieses Argument gültig ist:

A ∧ (B ∧C ) ∴ (A ∧ B) ∧C

Um nun einen Beweis dieser Tatsache zu erbringen, beginnen wir
mit:
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1 A ∧ (B ∧C )

Von der Prämisse ausgehend können wir jedes ihrer Konjunkte
erhalten, indem wir zweimal ∧E anwenden. Dann wenden wir ∧E
noch zwei weitere Male an. Wir erhalten hiermit den folgenden
Beweis:

1 A ∧ (B ∧C )

2 A ∧E 1

3 B ∧C ∧E 1

4 B ∧E 3

5 C ∧E 3

Jetzt aber können wir Konjunktionen wieder in der Reihenfolge
einführen, in der wir sie brauchen. Unser fertiger Beweis sieht so
aus:

1 A ∧ (B ∧C )

2 A ∧E 1

3 B ∧C ∧E 1

4 B ∧E 3

5 C ∧E 3

6 A ∧ B ∧I 2, 4

7 (A ∧ B) ∧C ∧I 6, 5

Erinnern Sie sich daran, dass unsere offizielle Definition von Sät-
zen der WFL nur Konjunktionen mit zwei Konjunkten erlaubte.
Der soeben vorgelegte Beweis legt nahe, dass wir in allen unseren
Beweisen innere Klammern weglassen könnten. Dies ist jedoch
nicht üblich. Dementsprechend werden wir das auch nicht tun.



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 126

Stattdessen werden wir an unseren strengeren Klammerkonven-
tionen festhalten. (Obwohl wir uns immer noch erlauben werden,
die äußersten Klammern der Lesbarkeit halber wegzulassen).

Lassen Sie uns nun eine letzte Illustration geben. Bei der An-
wendung der ∧I-Regel gibt es keine Verpflichtung, sie auf ver-
schiedene Sätze anzuwenden.Wenn wir wollen, können wir ‘A∧A’
also von ‘A’ ausgehend wie folgt herleiten:

1 A

2 A ∧ A ∧I 1, 1

Einfach, aber effektiv.

16.4 Konditional

Wenden Sie sich nun dem folgenden Argument zu:

Wenn Jane klug ist, dann ist sie schnell.
Jane ist klug.

∴ Jane ist schnell.

Dieses Argument ist klarerweise gültig. Seine Gültigkeit legt eine
einfache Eliminierungsregel für das Konditional (→E) nahe:

m A→ B

n A

B →E m, n

Diese Regel wird manchmal auch Modus Ponens genannt. Bei
ihr handelt es sich um eine Eliminierungsregel. Denn sie erlaubt
uns, einen Satz zu erhalten, in dem ‘→’ einmal weniger vor-
kommt, als in dem Satz, mit dem wir beginnen (dieser muss ‘→’
als Hauptjunktor enthalten). Es ist zu beachten, dass das Kondi-
tional A→ B und das vorangehende A im Beweis voneinander
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getrennt und in beliebiger Reihenfolge auftreten können. Im Zitat
für→E zitieren wir jedoch immer zuerst das Konditional, gefolgt
vom Antezedens des Konditionals.

Die Regel für die Einführung eines Konditionals ist auch recht
einfach zu motivieren. Das folgende Argument ist gültig:

Ludwig ist reaktionär. Wenn Ludwig also libertär ist,
dann ist Ludwig sowohl reaktionär als auch libertär.

Wenn jemand bezweifeln würde, dass dem so ist, könnten wir
versuchen, ihn vom Gegenteil zu überzeugen, indem wir uns wie
folgt erklären:

Gehen Sie davon aus, dass Ludwig reaktionär ist.
Nehmen Sie zusätzlich an, dass Ludwig libertär ist.
Dann können wir mittels der Konjunktionseinfüh-
rung, die wir gerade diskutiert haben, schließen, dass
Ludwig sowohl reaktionär als auch libertär ist. Das
setzt natürlich die Annahme voraus, dass Ludwig li-
bertär ist. Aber das bedeutet nur, dass, wenn Ludwig
ein Libertärer ist, er sowohl reaktionär als auch liber-
tär ist.

Übertragen in das Format einer natürlichen Herleitung ist hier
die Argumentationsform, die wir gerade verwendet haben. Wir
haben mit einer Prämisse begonnen: ‘Ludwig ist reaktionär’, also:

1 R

Als Nächstes haben wir, um der Argumentation willen, eine zu-
sätzliche Annahme aufgestellt: ‘Ludwig ist libertär’. Um darauf
hinzuweisen, dass wir es nicht mehr mit unserer ursprünglichen
Annahme (‘R’), sondern mit einer zusätzlichen Annahme zu tun
haben, setzen wir unseren Beweis wie folgt fort:

1 R

2 L



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 128

Beachten Sie, dass wir in Zeile 2 nicht behaupten, dass wir ‘L’ aus
Zeile 1 hergeleitet haben. Also schreiben wir keine Begründung
für die zusätzliche Annahme in Zeile 2. Wir müssen jedoch darauf
hinweisen, dass es sich um eine zusätzliche Annahme handelt. Wir
tun dies, indem wir einen Strich darunter ziehen (um anzuzeigen,
dass es sich um eine Annahme handelt) und sie mit einer weiteren
vertikalen Linie einrücken (um anzuzeigen, dass es sich um eine
zusätzliche Annahme handelt).

Mit dieser zusätzlichen Annahme im Köcher sind wir in der
Lage, ∧I zu verwenden. Wir können also unseren Beweis fortset-
zen:

1 R

2 L

3 R ∧ L ∧I 1, 2

Hiermit haben wir gezeigt, dass wir unter der zusätzlichen An-
nahme von ‘L’ auch ‘R ∧ L’ erhalten können. Wir können also
schlussfolgern, dass, wenn wir ‘L’ haben, auch ‘R ∧ L’ kriegen.
Oder, um es anders auszudrücken, wir können ‘L → (R ∧ L)’
herleiten:

1 R

2 L

3 R ∧ L ∧I 1, 2

4 L → (R ∧ L) →I 2–3

Beachten Sie, dass wir hier nur mehr auf eine vertikale Linie auf
der linken Seite zurückgreifen. Wir haben die zusätzliche Annah-
me ‘L’ getilgt, da der Konditional aus unserer ursprünglichen An-
nahme ‘R’ alleine folgt.

Das allgemeine Schema, welches wir hier nutzen, ist das Fol-
gende. Zuerst stellen wir eine zusätzliche Annahme auf, A; von
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dieser zusätzlichen Annahme ausgehend, leiten wir B her. Da-
her wissen wir folgendes: Wenn A wahr ist, dann ist auch B

wahr. Dies ist in der Regel für die Einführung des Konditionals
zusammengefasst:

i A

j B

A→ B →I i– j

Es können beliebig viele oder wenige Zeilen zwischen den
Zeilen i und j sein.

Um →I besser zu verstehen, wenden wir uns noch einer zwei-
ten Illustration zu. Nehmen wir an, wir wollen Folgendes bewei-
sen:

P → Q ,Q → R ∴ P → R

Wir beginnen damit, beide unserer Prämissen aufzuschreiben. Da
wir dann zu einen Konditional (nämlich ‘P → R’) kommen wol-
len, nehmen wir zusätzlich das Antezedens dieses Konditionals
an. Damit beginnt unser Beweis:

1 P → Q

2 Q → R

3 P

Beachten Sie, dass wir ‘P ’ als eine zusätzliche Annahme behan-
deln. Dadurch können wir jetzt→E auf die erste Prämisse anwen-
den. Dies wird ‘Q ’ ergeben. Dann können wir →E auf die zweite
Prämisse anwenden. Durch die Annahme von ‘P ’ sind wir in der
Lage, ‘R’ zu beweisen. Zuletzt wenden wir nun die →I-Regel an
– tilgen ‘P ’ – und beenden den Beweis. Zusammengefasst:
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1 P → Q

2 Q → R

3 P

4 Q →E 1, 3

5 R →E 2, 4

6 P → R →I 3–5

16.5 Zusätzliche Annahmen und
Unterbeweise

Die Regel →I nutzte die Idee, zusätzliche Annahmen zu treffen.
Diese müssen mit einer gewissen Vorsicht behandelt werden. Be-
trachten Sie diesen Beweis:

1 A

2 B

3 B R 2

4 B → B →I 2–3

Dieser entspricht den Regeln, die wir bereits festgelegt haben;
und das braucht uns nicht besonders merkwürdig vorzukommen.
Da es sich bei ‘B → B ’ um eine Tautologie handelt, sollten kei-
ne besonderen Annahmen erforderlich sein, um diesen Satz zu
beweisen.

Aber nehmen wir mal, wir versuchen nun, den Beweis wie
folgt fortzusetzen:
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1 A

2 B

3 B R 2

4 B → B →I 2–3

5 B unerlaubte Anwendung

von →E 4, 3

Wenn uns unser Herleitungssystem dies erlauben würde, wäre das
eine Katastrophe. Denn wir könnten dann jeden beliebigen Satz
von jedem anderen Satz herleiten. Wenn Sie mir jedoch sagen,
dass Anne schnell ist (symbolisiert durch ‘A’), sollten wir nicht
schlussfolgern können, dass Königin Boudica zwanzig Fuß groß
war (symbolisiert durch ‘B ’)! Es muss uns verboten werden, dies
zu tun. Aber wie sollen wir dieses Verbot umsetzen?

Wir können den Prozess, eine zusätzliche Annahme zu tref-
fen, als das Durchführen eines Unterbeweises beschreiben: ein Ne-
benbeweis innerhalb eines Hauptbeweises. Wenn wir einen Un-
terbeweis beginnen, ziehen wir eine weitere vertikale Linie, um
anzuzeigen, dass wir uns nicht mehr im Hauptbeweis befinden.
Dann schreiben wir die Annahme auf, auf welcher der Unterbe-
weis basieren wird. Man kann sich einen Unterbeweis so vorstel-
len, dass wir uns fragen: was könnten wir zeigen, wenn wir auch diese
zusätzliche Annahme treffen würden?

Wenn wir innerhalb eines Unterbeweises arbeiten, können wir
uns auf die zusätzliche Annahme beziehen, die wir zu Beginn
des Unterbeweises gemacht haben, und auf alles, was wir aus
unseren ursprünglichen Annahmen herleiten konnten. (Schließ-
lich sind diese ursprünglichen Annahmen immer noch vorhan-
den.) Irgendwann wollen wir jedoch aufhören, mit der zusätz-
lichen Annahme zu arbeiten: Wir wollen vom Unterbeweis zum
Hauptbeweis zurückkehren. Um anzuzeigen, dass wir zumHaupt-
beweis zurückkehren, geht die vertikale Linie für den Unterbeweis
zu Ende. An diesem Punkt sagen wir, dass der Unterbeweis ge-



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 132

schlossen ist. Nachdem wir einen Unterbeweis geschlossen ha-
ben, haben wir die zusätzliche Annahme beiseite gelegt. Dann ist
es unzulässig, sich auf all jene Dinge zu berufen, die von dieser
zusätzlichen Annahme abhängen. Daher legen wir fest:

Um bei der Anwendung einer Regel eine einzelne Zeile zu
zitieren:

1. muss diese Zeile vor jener Zeile stehen, in der die
Regel angewandt wird

2. nicht innerhalb eines Unterbeweises auftreten, der
vor jener Zeile, in der die Regel angewendet wird,
geschlossen wurde.

Diese Bestimmung verbietet den katastrophalen Beweisver-
such von oben. Die Regel →E verlangt, dass wir zwei einzelne
Zeilen der vorangegangenen Zeilen zitieren. Im obigen Beweis-
versuch tritt aber eine dieser Zeilen, nämlich Zeile 4, innerhalb
eines Unterbeweises auf, der in Zeile 5 geschlossen wurde. Somit
können wir die Regel →E nicht anwenden.

Das Schließen eines Unterbeweises nennen wir auch das til-
gen der Annahmen dieses Unterbeweises. Wir können den Punkt
also so formulieren: Sie können sich nicht auf Dinge beziehen, die un-
ter Verwendung bereits getilgter Annahmen hergeleitet wurden.

Unterbeweise erlauben uns also, darüber nachzudenken, was
wir zeigen können, wenn wir zusätzliche Annahmen treffen. Dies
veranschaulicht, dass wir im Verlauf eines Beweises sehr sorgfäl-
tig darauf achten müssen, welche Annahmen wir zu einem be-
stimmten Zeitpunkt treffen. Unser Beweissystem stellt dies gra-
fisch dar. (Das ist genau der Grund, warum wir uns entschieden
haben, gerade dieses Herleitungssystem zu verwenden).

Wenn wir einmal angefangen haben, darüber nachzudenken,
was wir durch zusätzliche Annahmen zeigen können, hält uns
nichts mehr davon ab, die Frage zu stellen, was wir zeigen kön-
nen, wenn wir noch mehr Annahmen treffen. Das kann uns dazu
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motivieren, einen Unterbeweis innerhalb eines Unterbeweises zu
nutzen. Hier ist ein Beispiel, in dem wir nur die Regeln verwen-
den, die wir schon zur Verfügung haben:

1 A

2 B

3 C

4 A ∧ B ∧I 1, 2

5 C → (A ∧ B) →I 3–4

6 B → (C → (A ∧ B)) →I 2–5

Beachten Sie, dass sich das Zitat in Zeile 4 auf die ursprüngliche
Annahme (in Zeile 1) und eine Annahme eines Unterbeweises
(in Zeile 2) bezieht. Dies ist vollkommen in Ordnung, da keine
der beiden Annahmen zu diesem Zeitpunkt (in Zeile 4) getilgt
wurden.

Aber auch hier müssen wir sorgfältig darauf achten, was wir
zu einem bestimmten Zeitpunkt annehmen. Nehmen Sie an, wir
versuchen, den Beweis wie folgt fortzusetzen:

1 A

2 B

3 C

4 A ∧ B ∧I 1, 2

5 C → (A ∧ B) →I 3–4

6 B → (C → (A ∧ B)) →I 2–5

7 C → (A ∧ B) unerlaubte Anwendung

von →I 3–4
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Das wäre katastrophal. Wenn wir Ihnen sagen, dass Anne klug
ist, sind Sie nicht in der Lage, daraus herzuleiten, dass, wenn
Cath klug ist (symbolisiert durch ‘C ’), Anne klug und Königin
Boudica 20 Fuß groß ist. Aber das ist genau das, was ein solcher
Beweisversuch zum Ziel hat.

Das wesentliche Problem ist, dass der Unterbeweis, der mit
der Annahme ‘C ’ begann, davon abhing, dass wir ‘B ’ in Zeile 2
angenommen hatten. In Zeile 6 aber haben wir die Annahme ‘B ’
getilgt: Wir haben aufgehört, uns zu fragen, was wir zeigen kön-
nen, wenn wir auch ‘B ’ annehmen. Es ist also schlichtweg Betrug,
wenn wir versuchen, uns (in Zeile 7) auf den Unterbeweis zu be-
ziehen, der mit der Annahme ‘C ’ begann.

Wir legen also wie bisher fest, dass ein Unterbeweis nur dann
auf einer Zeile zitiert werden kann, wenn er nicht innerhalb ei-
nes anderen Unterbeweises auftritt, der an dieser Zeile bereits ab-
geschlossen ist. Der katastrophale Beweisversuch verstößt gegen
diese Bestimmung. Der Unterbeweis in Zeilen 3–4 tritt innerhalb
eines Unterbeweises auf, der in Zeile 5 geschlossen wird. Er kann
also nicht auf Zeile 7 geltend gemacht werden.

Hier ist ein weiterer Beweisversuch, den wir nicht zulassen:

1 A

2 B

3 C

4 B ∧C ∧I 2, 3

5 C ∧E 4

6 B → C unerlaubte Anwendung

von →I 2–5

Hier versuchen wir, einen Unterbeweis zu zitieren, der auf Zeile 2
beginnt und auf Zeile 5 endet. Aber der Satz auf Zeile 5 hängt
nicht nur von der Annahme auf Zeile 2 ab, sondern auch von
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einer weiteren Annahme (Zeile 3), die wir am Ende des Unterbe-
weises nicht getilgt haben. Der in Zeile 3 begonnene Unterbeweis
ist bei Zeile 5 noch offen. Aber →I verlangt, dass die letzte Zeile
nur auf der Annahme des zitierten Unterbeweises beruht, (der
her in Zeile 2 mit der Annahme von ‘B ’ beginnt), aber nicht auf
der Annahme irgendwelcher Unterbeweise, die innerhalb des Un-
terbeweises vorkommen. Insbesondere darf die letzte Zeile des zi-
tierten Unterbeweises selbst nicht innerhalb eines verschachtelten
Unterbeweises liegen.

Um einen Unterbeweis bei der Anwendung einer Regel zu
zitieren:

1. muss der zitierte Unterbeweis vollständig vor der
Anwendung der Regel, von welcher er zitiert wird,
liegen

2. darft der zitierte Unterbeweis nicht innerhalb eines
anderen Unterbeweises liegen, der zum Zeitpunkt
des Zitats schon geschlossen ist

3. darf die letzte Zeile des zitierten Unterbeweises nicht
innerhalb eines weiteren Unterbeweises vorkommen.

Ein letzter Punkt, um hervorzuheben, wie Regeln angewendet
werden können: Wenn eine Regel verlangt, dass Sie eine einzel-
ne Zeile zitieren, können Sie nicht stattdessen einen Unterbeweis
zitieren; und wenn sie verlangt, dass Sie einen Unterbeweis zi-
tieren, können Sie stattdessen nicht einfach eine einzelne Zeile
zitieren. Folgendes ist also zum Beispiel nicht erlaubt:
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1 A

2 B

3 C

4 B ∧C ∧I 2, 3

5 C ∧E 4

6 C versuchte Anwenudung

von R 3–5

7 B → C →I 2–6

Hier haben wir versucht, ‘C ’ in Zeile 6 durch die Wiederholungs-
regel zu rechtfertigen, aber wir haben den Unterbeweis in den
Zeilen 3–5 zitiert. Dieser Unterbeweis ist geschlossen und kann
im Prinzip in Zeile 6 zitiert werden. (Zum Beispiel könnten wir
ihn verwenden, um ‘C → C ’ durch →I zu rechtfertigen.) Aber
die Wiederholungsregel R verlangt, dass Sie eine einzelne Zeile
zitieren. Das Zitieren eines gesamten Unterbeweises ist daher un-
zulässig (selbst wenn dieser Unterbeweis den Satz enthält, den
wir wiederholen wollen).

Es ist immer zulässig, einen Unterbeweis mit einer beliebigen
Annahme zu eröffnen. Jedoch ist strategisches Kalkül erforder-
lich, um eine nützliche Annahme auszuwählen. Einen Unterbe-
weis mit einer willkürlichen, verrückten Annahme zu beginnen,
würde nur Zeilen des Beweises verschwenden. Um zum Beispiel
einen Konditional durch→I zu erhalten, dürfen Sie in einem Un-
terbeweis nur das Antezendens des Konditionals annehmen.

Gleichermaßen ist es immer zulässig, einen Unterbeweis zu
schließen (und seine Annahmen zu tilgen). Es wird jedoch nicht
hilfreich sein, dies zu tun, bis Sie etwas Nützliches erreicht haben.
Sobald der Unterbeweis geschlossen ist, können Sie in einer Zi-
tation nur noch den gesamten Unterbeweis zitieren. Jene Regeln,
die einen Unterbeweis oder mehrere Unterbeweise voraussetzen,
verlangen wiederum, dass die letzte Zeile des Unterbeweises ein
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Satz mit einer bestimmten Form ist. Beispielsweise dürfen Sie
einen Unterbeweis für →I nur zitieren, wenn die Zeile, die Sie
rechtfertigen wollen, die Form A→ B hat, Adie Annahme Ihres
Unterbeweises und B die letzte Zeile Ihres Unterbeweises ist.

16.6 Bikonditional

Die Regeln für das Bikonditional können wir als “verdoppelte”
Versionen der Regeln für den Konditional auffassen.

Um z.B. ‘F ↔ G ’ zu beweisen, muss man in der Lage sein, ‘G ’
unter der Annahme von ‘F ’ herzuleiten und ‘F ’ unter der Annah-
me von ‘G ’ herzuleiten. Die Bikonditionaleinführungsregel (↔I)
erfordert daher zwei Unterbeweise. Schematisch funktioniert die
Regel wie folgt:

i A

j B

k B

l A

A↔ B ↔I i– j , k–l

Beliebig viele Zeilen können zwischen i und j liegen und
beliebig viele Zeilen zwischen k und l . Außerdem können die
Unterbeweise in beliebiger Reihenfolge erfolgen und der zweite
Unterbeweis muss nicht unmittelbar auf den ersten folgen.

Mit der Bikonditionaleliminationsregel (↔E) können Sie et-
was mehr tun als mit der Eliminationsregel für das Konditional.
Wenn Sie den linken Teilsatz eines Bikonditionals haben, kön-
nen Sie den rechten Teilsatz herleiten. Und umgekehrt: wenn Sie
den rechten Teilsatz haben, können Sie den linken herleiten. Also
erlauben wir:
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m A↔ B

n A

B ↔E m, n

und ebenso:

m A↔ B

n B

A ↔E m, n

Beachten Sie, dass das Bikonditional und der rechte oder lin-
ke Teilsatz voneinander getrennt und in beliebiger Reihenfolge
auftreten können. Im Zitat für ↔E zitieren wir jedoch immer zu-
erst den Bikonditional.

16.7 Disjunktion

Nehmen Sie an, Ludwig ist reaktionär. Dann ist Ludwig entweder
reaktionär oder libertär. Denn zu sagen, dass Ludwig entweder
reaktionär oder libertär ist, heißt ja, etwas schwächeres zu sagen,
als, dass Ludwig reaktionär ist.

Lassen Sie uns diesen Punkt noch einmal hervorheben. Neh-
men Sie an, Ludwig ist reaktionär. Daraus folgt, dass Ludwig
entweder reaktionär oder eine Kumquat ist. Ebenso folgt daraus,
dass Ludwig entweder reaktionär ist oder, die Kumquat die ein-
zige Zitrusfrucht ist. Gleichermaßen folgt daraus, dass Ludwig
entweder reaktionär ist oder Gott tot ist. Viele dieser Herleitun-
gen sind merkwürdig, aber sie sind logisch nicht zu beanstanden
(auch wenn sie vielleicht alle möglichen impliziten Gesprächsnor-
men verletzen).
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Bewaffnet mit all dem, hier sind die Einführungsregeln der
Disjunktion:

m A

A∨ B ∨I m

und

m A

B∨ A ∨I m

Beachten Sie, dass B ein beliebiger Satz ist, so dass der fol-
gende Beweis vollkommen akzeptabel ist:

1 M

2 M ∨ ([(A ↔ B) → (C ∧D)] ↔ [E ∧ F ]) ∨I 1

Die Gültigkeit dieses Arguments mittels einer kompletten Wahr-
heitstabelle zu zeigen, hätte 128 Zeilen erfordert.

Die Eliminationsregel für die Disjunktion ist leider etwas kom-
plizierter. Nehmen wir an, dass Ludwig entweder reaktionär oder
libertär ist. Was können Sie daraus schließen? Nicht, dass Ludwig
reaktionär ist; es könnte ja sein, dass er stattdessen libertär ist.
Ebenso wenig, dass Ludwig libertär ist; denn er könnte ja auch
nur reaktionär sein. Disjunktionen, für sich genommen, geben
nicht viel her.

Aber nehmen wir an, wir könnten irgendwie beides zeigen: er-
stens, dass aus Ludwigs reaktionärer Einstellung folgt, dass er ein
österreichischer Ökonom ist; zweitens, dass aus Ludwigs liber-
tärer Einstellung folgt, dass er ein österreichischer Ökonom ist.
Wenn wir dann erfahren, dass Ludwig entweder reaktionär oder
libertär ist, dann können wir daraus schließen, dass Ludwig, was



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 140

auch immer er ist, ein österreichischer Ökonom ist. Diese Tatsa-
che kann in der folgenden Regel kodifiziert werden, die unsere
Regel zur Elimination von Disjunktionen (∨E) ist:

m A∨ B

i A

j C

k B

l C

C ∨E m, i– j , k–l

Diese Regel ist etwas klobiger als unsere bisherigen Regeln,
aber die Idee, die hinter ihr steckt, ist einfach. Nehmen wir an,
wir haben eine Disjunktion, A∨B. Nehmen wir auch an, wir ha-
ben zwei Unterbeweise, die uns zeigen, dass C aus der Annahme
folgt, dass A, und dass C aus der Annahme folgt, dass B. Dann
können wir daraus C herleiten. Wie üblich kann es beliebig vie-
le Zeilen zwischen i und j und beliebig viele Zeilen zwischen k
und l geben. Außerdem können die Unterbeweise und die Dis-
junktion in beliebiger Reihenfolge vorkommen und müssen keine
Nachbarn sein.

Einige Beispiele werden uns helfen, die Regel zu veranschau-
lichen. Fangen wir hiermit an:

(P ∧Q ) ∨ (P ∧R) ∴ P

So könnte ein Beweis für dieses Argument aussehen:
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1 (P ∧Q ) ∨ (P ∧R)

2 P ∧Q

3 P ∧E 2

4 P ∧R

5 P ∧E 4

6 P ∨E 1, 2–3, 4–5

Hier ist ein etwas herausfordernderes Beispiel:

A ∧ (B ∨C ) ∴ (A ∧ B) ∨ (A ∧C )

Und hier ein dazu passender Beweis:

1 A ∧ (B ∨C )

2 A ∧E 1

3 B ∨C ∧E 1

4 B

5 A ∧ B ∧I 2, 4

6 (A ∧ B) ∨ (A ∧C ) ∨I 5

7 C

8 A ∧C ∧I 2, 7

9 (A ∧ B) ∨ (A ∧C ) ∨I 8

10 (A ∧ B) ∨ (A ∧C ) ∨E 3, 4–6, 7–9

Seien Sie nicht beunruhigt, wenn Sie glauben, dass Sie nicht
in der Lage gewesen wären, diesen Beweis selbst zu erarbeiten.
Die Fähigkeit, Beweise zu finden, erlernen Sie mit ausreichender
Übung. Und wir werden in §17 einige Strategien zum Erarbeiten
von Beweisen einführen. Zurzeit ist nur essenziell, dass Sie beim



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 142

Betrachten des Beweises sehen können, dass er den von uns fest-
gelegten Regeln entspricht. Dazu gehört, jede Zeile zu überprü-
fen und sicherzustellen, dass sie nach den von uns festgelegten
Regeln gerechtfertigt ist.

16.8 Widerspruch und Negation

Wir haben nur noch einen Junktor, mit dem wir uns befassen müs-
sen: die Negation. Aber um das zu tun, müssen wir die Negation
in eine Beziehung mit dem Widerspruch setzen.

Eine sehr wirksame Form der Argumentation ist es, Ihr Wi-
derpart dazu zu bringen, sich selbst zu widersprechen. An diesem
Punkt haben Sie die Oberhand. Ihr Widerpart muss mindestens
eine seiner/ihrer Annahmen aufgeben. Wir werden diese Idee in
unserem Beweissystem nutzen, indem wir ein neues Symbol, ‘⊥’,
zu unseren Beweisen hinzufügen. Dies sollte als so etwas wie ‘Wi-
derspruch!’ oder ‘Reductio!’ oder ‘Das ist absurd!’ verstanden
werden. Die Einführungsregel für dieses Symbol ist, dass wir es
immer dann einführen können, wenn wir uns explizit widerspre-
chen, d.h. wenn wir sowohl einen Satz als auch seine Negation in
unserem Beweis haben:

m ¬A

n A

⊥ ¬E m, n

Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge der Satz und sei-
ne Negation vorkommen; sie müssen auch nicht auf benachbarten
Zeilen erscheinen. Wir geben jedoch immer zuerst die Zeilennum-
mer der Negation an, gefolgt von der Zeilennummer des Satzes,
der verneint wird.

Es besteht offensichtlich ein enger Zusammenhang zwischen
dem Widerspruch und der Negation.
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Die Regel ¬E lässt uns einen expliziten Widerspruch ⊥ von
zwei widersprüchlichen Sätzen herleiten – A und seiner Vernei-
nung ¬A. Wir wählen das Etikett ¬E aus dem folgenden Grund:
Diese Regel erlaubt uns, von einer Prämisse, die eine Negation
als Hauptjunktor enthält (¬A), zu einem Satz zu gelangen, der
diese Negation nicht enthält: ⊥. Es ist also eine Regel, die ¬ eli-
miniert.

Wir haben gesagt, dass ‘⊥’ als so etwas wie ‘Widerspruch!’
gelesen werden sollte, aber das sagt uns noch nicht viel über das
Symbol. Es gibt zumindest drei Möglichkeiten, das Symbol besser
zu verstehen.

• Wir könnten ‘⊥’ als einen neuen einfachen Satz der WFL
verstehen, welcher jeder Bewertung nach falsch ist.

• Wir könnten ‘⊥’ als eine Abkürzung für ein Musterbeispiel
eines Widerspruchs verstehen, z.B. ‘A ∧ ¬A’. Dies hat den
gleichen Effekt wie die erste Option – offensichtlich hat ‘A∧
¬A’ immer den Wahrheitswert Falsch. Aber es bedeutet,
dass wir offiziell kein neues Symbol zur WFL hinzufügen
müssen.

• Wir könnten ‘⊥’ als ein Satzzeichen verstehen, welches in
unseren Beweisen vorkommen kann, aber kein Symbol der
WFL ist. (Damit ist es so zu verstehen, wie Zeilennummern
und horizontale und vertikale Linien.)

Die dritte Option ist besonders faszinierend, aber hier werden
wir uns offiziell für die erste Option entscheiden. ‘⊥’ ist als ein
Satzbuchstabe zu lesen, der immer falsch ist. Das bedeutet, dass
wir ihn in unseren Beweisen genau so wie jeden anderen Satz
manipulieren können.

Zuletzt müssen wir noch eine Regel für die Einführung der
Verneinung (¬I) festlegen. Diese Regel ist sehr einfach. Wenn
eine Annahme zu einem Widerspruch führt, dann muss die An-
nahme falsch sein. Dieser Gedanke motiviert die folgende Regel:
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i A

j ⊥

¬A ¬I i– j

Es können beliebig viele Zeilen zwischen i und j liegen.
Um diese Regel in der Praxis und im Zusammenspiel mit der

Negation zu sehen, betrachten Sie diesen Beweis:

1 D

2 ¬D

3 ⊥ ¬E 2, 1

4 ¬¬D ¬I 2–3

Wenn die Annahme, dass Awahr ist, zu einem Widerspruch
führt, dann kann Anicht wahr sein, d.h. es muss falsch sein, d.h.
¬Amuss wahr sein.

Wenn aber die Annahme, dassAfalsch ist (d.h. die Annahme,
dass ¬A wahr ist), zu einem Widerspruch führt, dann kann A

nicht falsch sein, d.h. A muss wahr sein. Wir können also die
folgende Regel formulieren:

i ¬A

j ⊥

A IB i– j

Diese Regel wird manchmal indirekter Beweis (‘IB’) genannt,
da sie uns erlaubt, A indirekt zu beweisen, indem wir seine Nega-
tion annehmen. Formal ist die Regel sehr ähnlich zu ¬I, aber A
und ¬Ahaben die Plätze gewechselt. Da ¬Anicht die Schlussfol-
gerung der Regel ist, führen wir ¬ nicht ein, sodass IB keine Regel



KAPITEL 16. GRUNDREGELN FÜR DIE WFL 145

ist, die einen Junktor einführt. Sie eliminiert allerdings auch kei-
nen Junktor, da sie keine freistehenden Prämissen hat, die ¬ ent-
halten, sondern nur einen Unterbeweis mit einer Annahme der
Form ¬A. Im Gegensatz dazu hat ¬E eine Prämisse der Form
¬A: deshalb eliminiert ¬E ¬, im Gegensatz zu IB.1

Unter Verwendung von ¬I waren wir in der Lage, ¬¬Dvon D

ausgehend zu beweisen. Mittels IB können wir die Rückrichtung
bilden (wobei der Beweis im Wesentlichen gleich verläuft).

1 ¬¬D

2 ¬D

3 ⊥ ¬E 1, 2

4 D IB 2–3

Wir brauchen noch eine letzte Regel: eine Art Eliminations-
regel für ‘⊥’, manchmal Explosion genannt. 2 Wenn wir einen Wi-
derspruch erhalten, symbolisiert durch ‘⊥’, so besagt diese Regel,
dass wir daraus herleiten können, was immer wir auch wollen.

Wie kann diese Regel als Herleitungsregel motiviert werden?
Hierzu können wir uns den idiomatischen Ausdruck ‘wenn das
wahr ist, dann fresse ich einen Besen’ vor Augen führen. Da Wi-
dersprüche einfach nicht wahr sein können, werde ich meinen
Besen nicht nur fressen, sondern ihn auch haben, wenn einer die-
ser Widersprüche wahr ist. Hier ist die formale Regel:

1Es gibt Logiker, die Bedenken gegen IB haben, aber nicht gegen ¬E. Man
nennt sie ‘Intuitionisten’. Intuitionisten kaufen uns unsere Grundannahme nicht
ab, dass jeder Satz einen von zwei Wahrheitswerten hat, wahr oder falsch. Sie
denken auch, dass ¬ anders funktioniert – für sie garantiert das Herleiten von
⊥ von A, dass ¬Awahr ist; das Herleiten von ⊥ von ¬A allerdings garantiert
nicht, dass Awahr ist, sondern nur, dass ¬¬Awahr ist. Für Intuitionisten sind
also A und ¬¬A nicht äquivalent.

2Der lateinische Name für dieses Prinzip ist ex contradictione quod libet, ‘aus
Widerspruch folgt alles.’
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m ⊥

A X m

Beachten Sie, dass Ajeder beliebige Satz sein kann.
Die Explosionsregel ist natürlich etwas merkwürdig. Es sieht

so aus, als käme A in unserem Beweis wie ein Hase aus dem Hut
gezaubert. Wenn man versucht, Beweise zu finden, ist es sehr ver-
lockend, zu versuchen, diese Regel überall einzusetzen, da sie so
mächtig zu sein scheint. Leider müssen Sie dieser Versuchung wi-
derstehen: Sie können die Explosionsregel nur anwenden, wenn
Sie bereits ⊥ haben! Und Sie erhalten nur dann ⊥, wenn Ihre
Annahmen widersprüchlich sind.

Trotzdem, ist es nicht merkwürdig, dass aus einem Wider-
spruch irgendetwas folgen sollte? Nicht, wenn es nach unseren
Definitionen der Folgebeziehung und der Gültigkeit geht. Denn
A hat B als eine Folge, wenn es keine Bewertung der Satzbuch-
staben gibt, die A wahr und B falsch macht. Nun ist aber ⊥
ein Widerspruch—es ist niemals wahr, unabhängig von der Be-
wertung der Satzbuchstaben. Da es keine Bewertung gibt, die ⊥
wahr macht, gibt es natürlich auch keine Bewertung, die ⊥ wahr
und B falsch macht! Nach unserer Definition der Folgebeziehung
gilt also: ⊥ � B, was auch immer B ist. Ein Widerspruch zieht
alles nach sich. 3

Dies sind alle Grundregeln für unser Herleitungssystem der WFL.

Übungen

A. Die folgenden zwei ‘Beweise’ sind inkorrekt. Erklären Sie, wel-
che Fehler gemacht wurden.

3Es gibt einige Logiker*innen, die das nicht glauben. Sie sind der Meinung,
dass, wenn AB zur Folge hat, es eine relevante Verbindung zwischen A und
B gibt – und es gibt keine zwischen ⊥ und einem beliebigen Satz B. Also
entwickeln diese Logiker*innen andere, ‘relevante’ Logiken, die die Explosi-
onsregel nicht beinhalten.
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1 (¬L ∧ A) ∨ L

2 ¬L ∧ A

3 ¬L ∧E 3

4 A ∧E 1

5 L

6 ⊥ ¬E 3, 5

7 A X 6

8 A ∨E 1, 2–4, 5–7

1 A ∧ (B ∧C )

2 (B ∨C ) → D

3 B ∧E 1

4 B ∨C ∨I 3

5 D →E 4, 2

B. Bei den folgenden drei Beweisen fehlen die Zitate (Regeln und
Zeilennummern). Fügen Sie diese hinzu, um sie zu korrekten Be-
weisen zu machen. Schreiben Sie zusätzlich das Argument auf,
das dem jeweiligen Beweis entspricht.

1 P ∧ S

2 S → R

3 P

4 S

5 R

6 R ∨ E

1 A → D

2 A ∧ B

3 A

4 D

5 D ∨ E

6 (A ∧ B) → (D ∨ E)
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1 ¬L → ( J ∨ L)

2 ¬L

3 J ∨ L

4 J

5 J ∧ J

6 J

7 L

8 ⊥

9 J

10 J

C. Geben Sie für jedes der folgenden Argumente einen Beweis
an:

1. J → ¬ J ∴ ¬ J
2. Q → (Q ∧ ¬Q ) ∴ ¬Q
3. A → (B → C ) ∴ (A ∧ B) → C
4. K ∧ L ∴ K ↔ L
5. (C ∧D) ∨ E ∴ E ∨D
6. A ↔ B,B ↔ C ∴ A ↔ C
7. ¬F → G ,F → H ∴ G ∨H
8. (Z ∧ K ) ∨ (K ∧M ),K → D ∴ D
9. P ∧ (Q ∨R),P → ¬R ∴ Q ∨ E
10. S ↔ T ∴ S ↔ (T ∨ S )
11. ¬(P → Q ) ∴ ¬Q
12. ¬(P → Q ) ∴ P



KAPITEL 17

Beweise konstruieren

Es gibt kein einfaches Rezept, um Beweise zu finden, und es gibt
keinen Ersatz für das Üben. Einige Faustregeln und Strategien
gibt es aber doch.

17.1 Rückwärts arbeiten

Sie versuchen also, einen Beweis für irgendeine Schlussfolgerung
zu finden C, die die letzte Zeile Ihres Beweises sein wird. Als
erstes schauen Sie sich C an und fragen, was die Einführungs-
regel für ihren wichtigsten logischen Operator ist. Dadurch er-
halten Sie eine Vorstellung davon, was vor der letzten Zeile des
Beweises geschehen muss. Die Begründungen für die Einfüh-
rungsregel erfordern ein oder zwei weitere Sätze über der letz-
ten Zeile, oder ein oder zwei Unterbeweise. Indem Sie sich C

anschauen, können Sie erkennen, welche Sätze das sind oder
was die Annahmen und Schlussfolgerungen des/der Unterbewei-
ses/Unterbeweise sind. Dann können Sie diese Sätze, oder den/die
Unterbeweis/e, über der letzten Zeile aufschreiben und diese als
Ihre neuen Ziele behandeln.

Zum Beispiel: Wenn Ihre Schlussfolgerung ein Konditional
A → B ist, dann planen Sie, die →I-Regel anzuwenden. Dazu
ist es erforderlich, einen Unterbeweis mit der Annahme A zu be-
ginnen. Dieser Unterbeweis muss mit B enden. Denken Sie dann
weiter darüber nach, was Sie tun müssen, um B in diesem Unter-

149
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beweis herzuleiten und wie Sie die Annahme A zu diesem Zweck
verwenden können.

Wenn Ihr Ziel ein Konditional, eine Konjunktion, oder eine
Negation ist, dann sollten Sie damit beginnen, auf diese Weise
rückwärts zu arbeiten. Wir werden detailliert beschreiben, was
Sie in jedem dieser Fälle zu tun haben.

Rückwärts arbeiten von einer Konjunktion

Wenn wir beweisen wollen, dass A∧B, dann bedeutet rückwärts
zu arbeiten, dass wir A∧ B am Ende unseres Beweises schrei-
ben, und versuchen diese Konjunktion mit ∧I herzuleiten. Oben
schreiben wir die Prämissen des Beweises auf, falls es welche gibt.
Dann schreiben wir unten den Satz auf, den wir beweisen wollen.
Wenn es eine Konjunktion ist, leiten wir sie mit ∧I her.

1 P1

...

k Pk
...

n A

...

m B

m + 1 A∧ B ∧I n, m

Für ∧I müssen wir zuerst Aund dann B herleiten. Um die letzte
Zeile zu erhalten, müssen wir die Zeilen zitieren, in denen wir
A und B hergeleitet haben und ∧I verwenden. Die Teile des Be-
weises, die mit

... gefüllt sind, müssen noch ausgefüllt werden. Wir
werden die Zeilennummern m, n vorerst markieren. Wenn der
Beweis vollständig ist, dann können diese Platzhalter durch tat-
sächliche Zahlen ersetzt werden.
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Rückwärts arbeiten von einem Konditional

Wenn es unser Ziel ist, einen Konditional A→ B zu beweisen,
müssen wir→I verwenden. Dies erfordert einen Unterbeweis, der
mit A beginnt und mit B endet. Wir richten unseren Beweis wie
folgt ein:

n A

...

m B

m + 1 A→ B →I n–m

Auch hier werden wir wieder Platzhalter in den Zeilennummern-
Slots verwenden. Wir notieren die letzte Regel, die wir verwen-
den, als →I und zitieren den Unterbeweis.

Rückwärts arbeiten von einer Negation

Wenn wir ¬A beweisen wollen, dann müssen wir ¬I verwenden.

n A

...

m ⊥

m + 1 ¬A ¬I n–m

Um das zu tun, brauchen wir einen Unterbeweis, der mit der
Annahme A beginnt; die letzte Zeile des Unterbeweises muss ⊥
sein. Wir zitieren den Unterbeweis und verwenden als Regel ¬I.

Wenn Sie rückwärts arbeiten, machen Sie so lange so weiter,
wie Sie können. Wenn Sie also rückwärts arbeiten, um A → B

zu beweisen, und einen Unterbeweis verwenden, in dem Sie B

beweisen wollen, dann schauen Sie sich B an. Wenn es etwa eine



KAPITEL 17. BEWEISE KONSTRUIEREN 152

Konjunktion ist, dann arbeiten Sie rückwärts von ihr und schrei-
ben Sie die beiden Konjunkte innerhalb Ihres Unterbeweises auf,
und so fort.

Rückwärts arbeiten von einer Disjunktion

Natürlich können Sie von einer Disjunktion A∨B aus auch rück-
wärts arbeiten. Die ∨I-Regel erfordert, dass Sie einen der Disjunk-
te haben, um auf A∨B schließen zu können. Um also rückwärts
zu arbeiten, wählen Sie einen Disjunkt und leiten daraus A∨ B

her. Dann suchen Sie weiter nach einem Beweis für das von Ihnen
gewählte Disjunkt:

...

n A

n + 1 A∨ B ∨I n

Es kann jedoch sein, dass Sie den von Ihnen gewählten Disjunkt
nicht beweisen können. In diesem Fall müssen Sie eine andere

Strategie wählen. Wenn Sie die
... nicht ausfüllen können, löschen

Sie alles, und versuchen Sie es mit dem anderen Disjunkt:

...

n B

n + 1 A∨ B ∨I n

Es ist natürlich frustrierend, alles zu löschen und von vorne an-
zufangen. Also sollten Sie das vermeiden. Wenn Ihr Ziel eine Dis-
junktion ist, sollten Sie daher generell nicht rückwärts arbeiten.
Versuchen Sie zuerst, vorwärts zu arbeiten, und wenden Sie die
∨I-Strategie nur an, wenn das Vorwärtsarbeiten (und das Rück-
wärtsarbeiten mit ∧I, →I und ¬I) nicht mehr funktioniert.
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17.2 Vorwärts arbeiten

Ihre Beweise haben oft Prämissen. Und wenn Sie rückwärts gear-
beitet haben, um einen Konditional oder eine Negation zu bewei-
sen, dann werden Sie Unterbeweise verwenden und versuchen,
einen bestimmten Satz im Unterbeweis herzuleiten. Diese Prä-
missen und Annahmen sind Sätze, von denen aus Sie vorwärts
arbeiten können, um die fehlenden Schritte in Ihrem Beweis zu
vervollständigen. Das bedeutet, dass Eliminationsregeln für die
Hauptjunktoren dieser Sätze angewendet werden müssen. Die
Form der Regeln wird Ihnen sagen, was Sie zu tun haben.

Vorwärts arbeiten von einer Konjunktion

Um von einem Satz der Form A∧B vorwärts zu arbeiten, nutzen
wir ∧E. Diese Regel erlaubt uns zwei Dinge: A herzuleiten und
B herzuleiten. Also gilt: In einem Beweis, in dem wir A ∧ B

haben, können wir vorwärts arbeiten, indem wir A und/oder B

unmittelbar unter der Konjunktion aufschreiben:

n A∧ B

n + 1 A ∧E n

n + 2 B ∧E n

In der Regel wird in der jeweiligen Situation klar sein, welchen
von A und B Sie benötigen. Es schadet jedoch nicht, sie beide
aufzuschreiben.

Vorwärts arbeiten von einer Disjunktion

Das Vorwärtsarbeiten von einer Disjunktion aus funktioniert et-
was anders. Um eine Disjunktion zu verwenden, verwenden wir
die ∨E-Regel. Um diese Regel anzuwenden, reicht es nicht aus
zu wissen, was die Disjunkte der Disjunktion sind, die wir ver-
wenden wollen. Wir müssen auch im Auge behalten, was wir be-
weisen wollen. Nehmen wir an, wir wollen C beweisen und wir



KAPITEL 17. BEWEISE KONSTRUIEREN 154

haben A∨B. (Dieser Satz kann eine Prämisse des Beweises, die
Annahme eines Unterbeweises, oder etwas bereits Hergeleitetes
sein). Um die ∨E-Regel anwenden zu können, müssen wir zwei
Unterbeweise nutzen:

n A∨ B

n + 1 A

...

m C

m + 1 B

...

k C

k + 1 C ∨E n, (n + 1)–m, (m + 1)–k

Der erste Unterbeweis beginnt mit dem ersten Disjunkt, A, und
endet mit dem gesuchten Satz, C. Der zweite Unterbeweis be-
ginnt mit dem anderen Disjunkt, B, und endet ebenfalls mit dem
Zielsatz C. Jeder dieser Unterbeweise muss weiter ausgefüllt wer-
den. Wenn wir dies erfolgreich tun, dann können wir den Zielsatz
Cmit ∨E begründen, indem wir die Zeile mit A∨B und die bei-
den Unterbeweise zitieren.

Vorwärts arbeiten von einem Konditional

Um ein Konditional A → B zu verwenden, brauchen Sie auch
das Antezedens A. Andernfalls können Sie die Regel →E nicht
anwenden. Um also vom Konditional vorwärts zu arbeiten, wer-
den Sie Bherleiten und es mit→E begründen, indem Sie Azum
vorläufigen Ziel machen.
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n A→ B

...

m A

m + 1 B →E n, m

Vorwärts arbeiten von einem verneinten Satz

Um schließlich einen verneinten Satz ¬A zu verwenden, wenden
Sie ¬E an. Dies erfordert zusätzlich zu ¬Aauch den entsprechen-
den Satz A ohne Negation. Der Satz, den Sie am Ende erhalten,
ist immer derselbe: ⊥. Das Weiterarbeiten von einer Negation
funktioniert also besonders gut innerhalb eines Unterbeweises,
den Sie für ¬I (oder IB) verwenden. Sie arbeiten von ¬A vor-
wärts, wenn Sie bereits ¬A haben und ⊥ herleiten wollen. Dazu
deklarieren Sie A als Ihr neues Ziel.

n ¬A
...

m A

m + 1 ⊥ ¬E n, m

17.3 Anwendungen

Nehmen wir an, wir wollen zeigen, dass das Argument (A ∧B) ∨
(A∧C ) ∴ A∧ (B ∨C ) gültig ist. Wir beginnen den Beweis, indem
wir die Prämisse und die Schlussfolgerung aufschreiben. (Auf ei-
nem Blatt Papier möchten Sie so viel Platz wie letztendlich nötig
dazwischen haben. Also schreiben Sie die Prämissen oben und
die Schlussfolgerung unten auf das Blatt).
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1 (A ∧ B) ∨ (A ∧C )
...

n A ∧ (B ∨C )

Wir haben jetzt zwei Möglichkeiten: Entweder wir arbeiten rück-
wärts von der Schlussfolgerung aus oder wir arbeiten vorwärts
von der Prämisse aus.

Wir entscheiden uns für die zweite Strategie: Wir verwenden
die Disjunktion in Zeile 1, und richten die Unterbeweise ein, die
wir für ∨E benötigen. Die Disjunktion in Zeile 1 hat zwei Dis-
junkte, A ∧ B und A ∧C . Der Zielsatz, den wir herleiten wollen,
ist A∧(B ∨C ). In diesem Fall müssen wir also zwei Unterbeweise
verwenden, einen mit der Annahme A ∧ B und der letzten Zeile
A∧(B ∨C ), den anderen mit der Annahme A∧C und der letzten
Zeile A ∧ (B ∨C ). Die Begründung für die Schlussfolgerung auf
Zeile n wird ∨E sein, wobei die Disjunktion auf Zeile 1 und die
beiden Unterbeweise zitiert werden. Ihr Beweis sieht nun also wie
folgt aus:

1 (A ∧ B) ∨ (A ∧C )

2 A ∧ B
...

n A ∧ (B ∨C )

n + 1 A ∧C
...

m A ∧ (B ∨C )

m + 1 A ∧ (B ∨C ) ∨E 1, 2–n, n + 1–m

Sie haben nun zwei Aufgaben, nämlich jeden der beiden Unterbe-
weise auszufüllen. Im ersten Unterbeweis arbeiten wir nun rück-
wärts von der Schlussfolgerung A ∧ (B ∨ C ) aus. Diese ist eine
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Konjunktion, d.h. innerhalb des ersten Unterbeweises haben Sie
zwei separate Unterziele: A und B ∨C . Diese Unterziele erlauben
Ihnen, Zeile n mit ∧I zu begründen. Ihr Beweis sieht nun wie
folgt aus:

1 (A ∧ B) ∨ (A ∧C )

2 A ∧ B
...

i A
...

n − 1 B ∨C

n A ∧ (B ∨C ) ∧I i , n − 1

n + 1 A ∧C
...

m A ∧ (B ∨C )

m + 1 A ∧ (B ∨C ) ∨E 1, 2–n, (n + 1)–m

Wir sehen sofort, dass wir Zeile i von Zeile 2 durch das Anwenden
von ∧E erhalten können. Also ist Zeile i eigentlich Zeile 3, und
kann mit ∧E auf Zeile 2 angewandt gerechtfertigt werden.

Das andere Unterziel B ∨ C ist eine Disjunktion. Wir arbei-
ten hier rückwärts von unserer Disjunktion bis zur Linie n − 1.
Wir haben die Wahl, welchen Disjunkt wir als Unterziel wählen,
B oder C . C zu wählen, würde nicht funktionieren und wir müss-
ten am Ende alles noch einmal aufrollen. Und man kann bereits
sehen, dass man, wenn man B als Unterziel wählt, dieses einfach
erreichen kann, indem man von der Konjunktion A∧B in Zeile 2
vorwärts arbeitet. Wir können also den ersten Unterbeweis wie
folgt vervollständigen:
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1 (A ∧ B) ∨ (A ∧C )

2 A ∧ B

3 A ∧E 2

4 B ∧E 2

5 B ∨C ∨I 4

6 A ∧ (B ∨C ) ∧I 3, 5

7 A ∧C
...

m A ∧ (B ∨C )

m + 1 A ∧ (B ∨C ) ∨E 1, 2–6, 7–m

Wie Zeile 3 erhalten wir Zeile 4 durch Anwendung von ∧E auf
Zeile 2. Zeile 5 rechtfertigen wir durch Anwendung von ∨I auf
Zeile 4, da wir rückwärts von der dortigen Disjunktion gearbeitet
haben.

Das war der erste Unterbeweis. Den zweiten können wir auf ei-
ne ganz ähnliche Art erarbeiten. Den lassen wir Ihnen als Übung.

Als wir mit unserem Beweis begannen, hatten wir die Mög-
lichkeit, von der Prämisse ausgehend vorwärts oder von der
Schlussfolgerung ausgehend rückwärts zu arbeiten, und wir wähl-
ten die erste Option. Auch die zweite Option führt zu einem Be-
weis, aber dieser wird anders aussehen. Die ersten Schritte wür-
den darin bestehen, von der Schlussfolgerung aus rückwärts zu
arbeiten und zwei Unterziele aufzustellen, A und B ∨ C . Dann
würden wir von der Prämisse aus vorwärts arbeiten, um unsere
beiden Unterziele zu beweisen, z.B.:
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1 (A ∧ B) ∨ (A ∧C )

2 A ∧ B
...

k A

k + 1 A ∧C
...

n − 1 A

n A ∨E 1, 2–k , (k + 1)–(n − 1)

n + 1 A ∧ B
...

l B ∨C

l + 1 A ∧C
...

m − 1 B ∨C

m B ∨C ∨E 1, (n + 1)–l , (l + 1)–(m − 1)

m + 1 A ∧ (B ∨C ) ∧I n, m

Wir überlassen es Ihnen, die mit
... gekennzeichneten fehlenden

Abschnitte des Beweises zu ergänzen.
Lassen Sie uns ein weiteres Beispiel geben, um zu veranschau-

lichen, wie die Strategien zum Umgang mit Konditionalen und
Negationen anzuwenden sind. Der Satz (A → B) → (¬B → ¬A)
ist eine Tautologie. Mal sehen, ob wir mit den uns zur Verfügung
stehenden Strategien einen Beweis dafür finden können, ganz oh-
ne Prämissen. Zuerst schreiben wir den Satz auf das untere Ende
eines Blatt Papiers. Da es keine Möglichkeit gibt, vorwärts zu ar-
beiten (es gibt nichts, von dem aus man vorwärts arbeiten kann),
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arbeiten wir rückwärts und erstellen einen Unterbeweis, um den
Satz, den wir wollen (A → B) → (¬B → ¬A), unter Verwendung
von→I herzuleiten. Die Annahme dieses Unterbeweises muss das
Antezedens des Konditionals sein, das wir beweisen wollen, d.h.
A → B , und seine letzte Zeile muss das Konsequens ¬B → ¬A
sein.

1 A → B
...

n ¬B → ¬A

n + 1 (A → B) → (¬B → ¬A) →I 1–n

Unser neues Ziel, ¬B → ¬A ist selbst ein Konditional. Also er-
stellen wir, rückwärts arbeitend, einen weiteren Unterbeweis:

1 A → B

2 ¬B
...

n − 1 ¬A

n ¬B → ¬A →I 2–(n − 1)

n + 1 (A → B) → (¬B → ¬A) →I 1–n

Von ¬A arbeiten wir wieder rückwärts. Sehen Sie sich dazu die
¬I-Regel an. Sie erfordert einen Unterbeweis mit A als Annahme
und ⊥ in der letzten Zeile. Der Beweis lautet also jetzt:
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1 A → B

2 ¬B

3 A
...

n − 2 ⊥

n − 1 ¬A ¬I 3–(n − 2)

n ¬B → ¬A →I 2–(n − 1)

n + 1 (A → B) → (¬B → ¬A) →I 1–n

Jetzt ist unser Ziel, ⊥ herzuleiten. Wir sagten oben, als wir dar-
über diskutierten, wie man von einer Negation aus arbeitet, dass
die ¬E-Regel es erlaubt, ⊥ herzuleiten. Wir suchen also nach ei-
ner Negation, von der aus wir vorwärts arbeiten können: ¬B in
Zeile 2. Das bedeutet, dass wir B innerhalb des Unterbeweises
herleiten müssen, denn ¬E erfordert nicht nur ¬B (was wir be-
reits haben), sondern auch B . B wiederum erhalten wir, indem
wir von A → B vorwärts arbeiten, da →E es uns erlauben wird,
das Konsequens dieses Konditionals, B herzuleiten. Die Regel
→E erfordert auch das Antezedens A des Konditionals. Aber das
ist bereits verfügbar (in Zeile 3). Und so können wir nun unseren
Beweis abschließen:
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1 A → B

2 ¬B

3 A

4 B →E 1, 3

5 ⊥ ¬E 2, 4

6 ¬A ¬I 3–5

7 ¬B → ¬A →I 2–6

8 (A → B) → (¬B → ¬A) →I 1–7

17.4 Vorwärts arbeiten von ⊥
Wenn Sie die oben genannten Strategien anwenden, werden Sie
sich manchmal in einer Situation wiederfinden, in der Sie ⊥ her-
leiten können. Wenn Sie die Explosionsregel anwenden, können
Sie dann alles rechtfertigen, was Sie wollen. ⊥ funktioniert also
wie ein Platzhalter bei Beweisen. Nehmen wir zum Beispiel an,
Sie wollen einen Beweis für das Argument A ∨ B,¬A ∴ B . Sie
erstellen Ihren Beweis, schreiben die Prämissen A ∨ B und ¬A
oben auf die Zeilen 1 und 2, und geben die Schlussfolgerung B
in der letzten Zeile an. B hat keinen Hauptjunktor. Also können
Sie nicht von B aus rückwärts arbeiten. Stattdessen müssen Sie
von A ∨ B vorwärts arbeiten. Das erfordert zwei Unterbeweise,
etwa so:
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1 A ∨ B

2 ¬A

3 A
...

m B

m + 1 B
...

k B

k + 1 B ∨E 1, 3–m, (m + 1)–k

Beachten Sie, dass Sie ¬A in Zeile 2 haben und A als Annahme in
Ihrem ersten Unterbeweis. Das gibt Ihnen ⊥ unter Verwendung
von ¬E, und von ⊥ können Sie B mittels der Explosionsregel
herleiten. Erinnern Sie sich, dass Sie einen Satz wiederholen kön-
nen, den Sie bereits haben, indem Sie die Wiederholungsregel R
verwenden. Unser Beweis sieht nun so aus:

1 A ∨ B

2 ¬A

3 A

4 ⊥ ¬E 2, 3

5 B X 4

6 B

7 B R 6

8 B ∨E 1, 3–5, 6–7
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17.5 Indirekt voranschreiten

In sehr vielen Fällen zahlen sich die Strategien, vorwärts und
rückwärts zu arbeiten, aus. Aber es gibt Fälle, in denen sie nicht
funktionieren. Wenn Sie keine Möglichkeit finden, A direkt mit-
hilfe dieser Strategien zu zeigen, verwenden Sie stattdessen IB.
Richten Sie dazu einen Unterbeweis ein, in dem Sie ¬A anneh-
men. In diesem Unterbeweis versuchen Sie nun ⊥ herzuleiten.

n ¬A
...

m ⊥

m + 1 A IB n–m

Hier müssen wir einen Unterbeweis mit der Annahme ¬Abegin-
nen; die letzte Zeile des Unterbeweises muss ⊥ sein. Wir zitieren
den Unterbeweis und verwenden IB als Regel. Im Unterbeweis
haben wir nun eine zusätzliche Annahme (in Zeile n), mit der
wir arbeiten müssen.

Nehmen wir an, wir haben die Strategie des indirekten Bewei-
ses verwendet, oder wir befinden uns in einer anderen Situation,
in der wir ⊥ herleiten wollen. Was ist ein guter Kandidat für eine
solche Herleitung? Natürlich wäre es naheliegend, eine Negation
zu verwenden, da (wie wir oben gesehen haben) ¬E immer ⊥
ergibt. Wenn Sie einen Beweis wie oben aufgestellt haben und
versuchen, Amittels IB zu beweisen, verwenden Sie ¬A als An-
nahme Ihres Unterbeweises. Wenn Sie also von ¬A ausgehend
vorwärts arbeitend ⊥ herleiten wollen, ist Ihr nächstes Ziel A in
Ihrem Unterbeweis zu erhalten. Wenn Sie diese IB-Strategie an-
wenden, werden Sie sich in der folgenden Situation wiederfinden:
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n ¬A
...

m − 1 A

m ⊥ ¬E n, m − 1

m + 1 A IB n–m

Das sieht komisch aus: Wir wollten Abeweisen, und unsere Stra-
tegien haben versagt; also haben wir IB eingesetzt. Aber jetzt be-
finden wir uns, scheinbar, wieder in der gleichen Situation: Wir
suchen wieder nach einem Beweis für A. Aber beachten Sie, dass
wir uns jetzt in einem Unterbeweis befinden. In diesem Unterbe-
weis haben wir zudem eine zusätzliche Annahme (¬A) zur Ver-
fügung, die wir vorher nicht zur Verfügung hatten. Sehen wir uns
ein Beispiel an.

17.6 Indirekter Beweis des
ausgeschlossenen Dritten

Der Satz A ∨ ¬A ist eine Tautologie und sollte daher auch ohne
Prämissen zu beweisen sein. Aber rückwärts zu arbeiten scheitert:
um A ∨ ¬A mit ∨I zu erhalten, müssten wir entweder A oder
¬A ohne Prämissen beweisen. Doch keiner der beiden Sätze ist
eine Tautologie. Also werden wir auch nicht in der Lage sein,
einen der beiden zu beweisen. Vorwärts zu arbeiten funktioniert
auch nicht, da es nichts gibt, von dem aus wir vorwärts arbeiten
könnten. Die einzige Möglichkeit ist also ein indirekter Beweis.

1 ¬(A ∨ ¬A)
...

m ⊥

m + 1 A ∨ ¬A IB 1–m
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Jetzt haben wir etwas, von dem aus wir vorwärts arbeiten können:
die Annahme ¬(A ∨¬A). Um sie zu verwenden, rechtfertigen wir
⊥ durch ¬E, indem wir die Annahme auf Zeile 1 und auch den
entsprechenden nicht negierten Satz A∨¬A zitieren, der noch zu
beweisen ist.

1 ¬(A ∨ ¬A)
...

m − 1 A ∨ ¬A

m ⊥ ¬E 1, m − 1

m + 1 A ∨ ¬A IB 1–m

Am Anfang konnten wir nicht rückwärts arbeiten, um A ∨ ¬A
durch Anwendung von ∨I herzuleiten. Aber jetzt sind wir in einer
anderen Situation: Wir wollen A ∨ ¬A innerhalb eines Unterbe-
weises herleiten.

Im Allgemeinen sollten wir, wenn wir uns neue Ziele fassen,
mit den grundlegenden Strategien beginnen. In diesem Fall soll-
ten wir zuerst versuchen, von der Disjunktion A ∨ ¬A aus rück-
wärts zu arbeiten, d.h. wir wählen einen Disjunkt aus und ver-
suchen, ihn herzuleiten. Wählen wir ¬A. Dies lässt uns A ∨ ¬A
auf Zeile m − 1 mittels ∨I rechtfertigen. Dann arbeiten wir von
¬A rückwärts und beginnen einen weiteren Unterbeweis, um ¬A
mit ¬I zu rechtfertigen. Dieser Unterbeweis muss A als Annahme
und ⊥ in der letzten Zeile haben.
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1 ¬(A ∨ ¬A)

2 A
...

m − 3 ⊥

m − 2 ¬A ¬I 2–(m − 3)

m − 1 A ∨ ¬A ∨I m − 2

m ⊥ ¬E 1, m − 1

m + 1 A ∨ ¬A IB 1–m

In diesem neuen Unterbeweis müssen wir ⊥ erneut herleiten. Der
beste Weg, dies zu tun, ist, von einer Negation auszugehen; ¬(A∨
¬A) in Zeile 1 ist die einzige Negation, die wir verwenden können.
Der entsprechende nicht negierte Satz, A∨¬A, folgt jedoch direkt
aus A (den wir in Zeile 2 haben) mittels ∨I. Unser vollständiger
Beweis ist:

1 ¬(A ∨ ¬A)

2 A

3 A ∨ ¬A ∨I 2

4 ⊥ ¬E 1, 3

5 ¬A ¬I 2–4

6 A ∨ ¬A ∨I 5

7 ⊥ ¬E 1, 6

8 A ∨ ¬A IB 1–7
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Übungen

A. Verwenden Sie die oben genannten Strategien, um Beweise
für jedes der folgenden Argumente zu finden:

1. A → B,A → C ∴ A → (B ∧C )
2. (A ∧ B) → C ∴ A → (B → C )
3. A → (B → C ) ∴ (A → B) → (A → C )
4. A ∨ (B ∧C ) ∴ (A ∨ B) ∧ (A ∨C )
5. (A ∧ B) ∨ (A ∧C ) ∴ A ∧ (B ∨C )
6. A ∨ B,A → C,B → D ∴ C ∨D
7. ¬A ∨ ¬B ∴ ¬(A ∧ B)
8. A ∧ ¬B ∴ ¬(A → B)

B. Formulieren Sie Strategien für das Rückwärts- und Vorwärts-
arbeiten von A↔ B aus.
C. Verwenden Sie die oben genannten Strategien, um Beweise
für jedes der folgenden Argumente zu finden:

1. ¬A → (A → ⊥)
2. ¬(A ∧ ¬A)
3. [(A → C ) ∧ (B → C )] → [(A ∨ B) → C ]
4. ¬(A → B) → (A ∧ ¬B)
5. (¬A ∨ B) → (A → B)

Da es sich dabei um Beweise von Sätzen ohne die Nutzung von
Prämissen handeln soll, beginnen Sie mit dem jeweiligen Satz am
Ende des Beweises (dieser Beweis wird keine Prämissen haben).
D. Verwenden Sie die oben genannten Strategien, um Beweise
für jedes der folgenden Argumente zu finden:

1. ¬¬A → A
2. ¬A → ¬B ∴ B → A
3. A → B ∴ ¬A ∨ B
4. ¬(A ∧ B) → (¬A ∨ ¬B)
5. A → (B ∨C ) ∴ (A → B) ∨ (A → C )
6. (A → B) ∨ (B → A)
7. ((A → B) → A) → A
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Diese Aufgaben erfordern die IB-Strategie. Besonders die letzten
drei sind sehr schwierig!



KAPITEL 18

Zusätzliche Regeln für
die WFL

In §16 haben wir die Grundregeln unseres Herleitungssystems
für die WFL vorgestellt. In diesem Abschnitt werden wir einige
zusätzliche Regeln hinzufügen. Unser erweitertes Herleitungssy-
stem ist etwas einfacher zu handhaben. (In §20 werden wir jedoch
sehen, dass die zusätzlichen Regeln streng genommen nicht not-
wendig sind).

18.1 Disjunktiver Syllogismus

Hier ist eine sehr natürliche Argumentationsform.

Eli ist entweder in Dortmund oder in Bochum. Sie ist
nicht in Bochum. Also ist sie in Dortmund.

Diese Form wird disjunktiver Syllogismus genannt. Wir fügen ihn
wie folgt zu unserem Beweissystem hinzu:

m A∨ B

n ¬A

B DS m, n

und

170
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m A∨ B

n ¬B

A DS m, n

Wie üblich können die Disjunktion und die Negation eines
Disjunkts in beliebiger Reihenfolge und voneinander entfert auf-
treten. Wir zitieren jedoch immer zuerst die Disjunktion.

18.2 Modus Tollens

Ein weiteres nützliches Argumentationsschema wird vom folgen-
den Argument veranschaulicht:

Wenn Olaf die Wahl gewonnen hat, dann residiert er
im Bundeskanzleramt. Er residiert nicht im Bundes-
kanzleramt. Also hat er die Wahl nicht gewonnen.

Diese Argumentationsform nennt sich Modus Tollens. Die dem-
entsprechende Regel lautet:

m A→ B

n ¬B

¬A MT m, n

Wie üblich können die Prämissen in beliebiger Reihenfolge
auftreten, aber wir zitieren immer zuerst das Konditional.

18.3 Doppelnegationelimination

Eine weitere nützliche Regel ist die Doppelnegationseliminie-
rungsregel. Sie tut genau das, was auf der Verpackung angegeben
ist:
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m ¬¬A

A DNE m

Die Rechtfertigung für diese Regel ist, dass sich in der na-
türlichen Sprache Doppelverneinungen tendenziell aufheben. Sie
sollten sich jedoch bewusst sein, dass Kontext und Betonung Sie
daran hindern können. Betrachten Sie: ‘Jane ist nicht nicht glück-
lich’. Man kann wohl nicht auf ‘Jane ist glücklich’ schließen, da
der Satz so verstanden werden sollte, dass er dasselbe bedeutet
wie ‘Jane ist nicht unglücklich’. Das aber ist zumindest vereinbar
mit ‘Jane befindet sich in einem Zustand tiefer Gleichgültigkeit’.
Wie üblich zwingt uns der Wechsel zur WFL dazu, gewisse Nuan-
cen der deutschen Sprache auf dem Altar der formalen Präzision
zu opfern.

18.4 Ausgeschlossenes Drittes

Nehmen wir an, wir können zeigen, dass, wenn es draußen sonnig
ist, Bill einen Schirm mitgebracht hat (aus Angst, sich einen Son-
nenbrand einzufangen). Nehmen wir an, wir können auch zeigen,
dass Bill einen Schirm mitgebracht hat, wenn es draußen nicht
sonnig ist (aus Angst vor Regen). Es gibt keine dritte Möglichkeit,
wie das Wetter sein könnte. Also gilt: welches Wetter auch immer
wir kriegen, Bill wird einen Regenschirm mitgebracht haben.

Diese Denkweise motiviert die folgende Regel
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i A

j B

k ¬A

l B

B GAD i– j , k–l

Die Regel wird manchmal als das Gesetz des ausgeschlossenen
Dritten bezeichnet, da sie die Idee verkörpert, dass A wahr ist
oder ¬A wahr ist, aber es keinen dritten Weg gibt, nach dem
beides nicht wahr ist.1 Wie üblich können beliebig viele Zeilen
zwischen i und j liegen, und beliebig viele Zeilen zwischen k
und l liegen. Außerdem können die Unterbeweise in beliebiger
Reihenfolge auftreten, und der zweite Unterbeweis muss nicht
unmittelbar auf den ersten folgen. Um die Regel in Aktion zu
sehen, betrachten Sie:

P ∴ (P ∧D) ∨ (P ∧ ¬D)

Hier ist ein Beweis, der dem Argument entspricht:

1Man kann manchmal Logiker*innen oder Philosoph*innen finden, die
vom “tertium non datur” sprechen. Das ist dasselbe Prinzip wie das des ausge-
schlossenen Dritten; es bedeutet “kein Drittes ist gegeben”. Logiker*innen, die
Bedenken gegen indirekte Beweise haben, haben auch Bedenken gegen diese
Prinzip.
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1 P

2 D

3 P ∧D ∧I 1, 2

4 (P ∧D) ∨ (P ∧ ¬D) ∨I 3

5 ¬D

6 P ∧ ¬D ∧I 1, 5

7 (P ∧D) ∨ (P ∧ ¬D) ∨I 6

8 (P ∧D) ∨ (P ∧ ¬D) GAD 2–4, 5–7

Ein weiteres Beispiel:

1 A → ¬A

2 A

3 ¬A →E 1, 2

4 ¬A

5 ¬A R 4

6 ¬A GAD 2–3, 4–5

18.5 De Morgansche Regeln

Unsere letzten zusätzlichen Regeln heißen De Morgansche Re-
geln (benannt nach Augustus De Morgan). Die Form der Regeln
sollte aus Wahrheitstabellen bekannt sein.

Die erste De Morgansche Regel lautet:
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m ¬(A∧ B)

¬A∨ ¬B DeM m

Die zweite De Morgansche Regel vertauscht Prämisse und
Schlussfolgerung der ersten:

m ¬A∨ ¬B

¬(A∧ B) DeM m

Die dritte De Morgansche Regel ist der Dual der ersten:

m ¬(A∨ B)

¬A∧ ¬B DeM m

Und die vierte Regel vertauscht Prämisse und Schlussfolge-
rung der dritten:

m ¬A∧ ¬B

¬(A∨ B) DeM m

Dies sind alle zusätzlichen Regeln unseres Herleitungssystem für die
WFL.

Übungen

A. Bei den folgenden Beweisen fehlen die Zitate (Regeln und Zei-
lennummern). Fügen Sie sie dort hinzu, wo sie benötigt werden:
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1.

1 W → ¬B

2 A ∧W

3 B ∨ ( J ∧ K )

4 W

5 ¬B

6 J ∧ K

7 K

2.

1 L ↔ ¬O

2 L ∨ ¬O

3 ¬L

4 ¬O

5 L

6 ⊥

7 ¬¬L

8 L
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3.

1 Z → (C ∧ ¬N )

2 ¬Z → (N ∧ ¬C )

3 ¬(N ∨C )

4 ¬N ∧ ¬C

5 ¬N

6 ¬C

7 Z

8 C ∧ ¬N

9 C

10 ⊥

11 ¬Z

12 N ∧ ¬C

13 N

14 ⊥

15 ¬¬(N ∨C )

16 N ∨C

B. Geben Sie für jedes dieser Argumente einen Beweis an:

1. E ∨ F , F ∨G , ¬F ∴ E ∧G
2. M ∨ (N → M ) ∴ ¬M → ¬N
3. (M ∨ N ) ∧ (O ∨ P ), N → P , ¬P ∴ M ∧O
4. (X ∧Y ) ∨ (X ∧ Z ), ¬(X ∧D), D ∨M ∴ M



KAPITEL 19

Beweistheoretische
Begriffe

In diesem Kapitel führen wir einige neue Begriffe ein.
Der folgende Ausdruck:

A1,A2, . . . ,An ⊢ C

bedeutet, dass es einen Beweis gibt, der mit C endet und dessen
Prämissen A1,A2, . . . ,An umfassen. Wenn wir sagen wollen, dass
es nicht der Fall ist, dass es einen Beweis gibt, der mit C endet
und A1, A2, . . . , An beginnt, dann schreiben wir:

A1,A2, . . . ,An 0 C

Das Symbol ‘⊢’ nennen wir das einfache Drehkreuz. Dieses Sym-
bol darf nicht mit dem doppelten Drehkreuz-Symbol (‘�’) ver-
wechselt werden. Das letztere Symbol führten wir in Kapitel 12
ein, um die Folgebeziehung zu symbolisieren. Das einfache Dreh-
kreuz, ‘⊢’, betrifft die Existenz eines Beweises; das doppelte Dreh-
kreuz, ‘�’, die Existenz von Bewertungen (oder, wenn wir es in der
LEO verwenden, die Existenz von Interpretationen). Das einfache
und doppelte Drehkreuz sind unterschiedliche Begriffe.

Bewaffnet mit unserem ‘⊢’-Symbol können wir noch weitere
Begriffe einführen. Um zu sagen, dass es einen Beweis für Agibt,
ohne Prämissen, schreiben wir: ⊢ A. In diesem Fall sagen wir,
dass A ein theorem ist.

178
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A ist ein theorem genau dann, wenn ⊢ A

Um dies zu veranschaulichen, nehmen wir an, wir wollen zei-
gen, dass ‘¬(A ∧ ¬A)’ ein Theorem ist. Wir brauchen also einen
Beweis für ‘¬(A∧¬A)’, der keine Prämissen hat. Da wir einen Satz
beweisen wollen, dessen Hauptjunktor eine Negation ist, begin-
nen wir mit einem Unterbeweis, innerhalb dessen wir ‘A ∧¬A’ an-
nehmen und zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch
führt. Alles in allem sieht der Beweis also wie folgt aus:

1 A ∧ ¬A

2 A ∧E 1

3 ¬A ∧E 1

4 ⊥ ¬E 3, 2

5 ¬(A ∧ ¬A) ¬I 1–4

Hiermit haben wir ‘¬(A ∧ ¬A)’ ohne Prämissen hergeleitet (ob-
wohl wir natürlich eine getilgte Anname genutzt haben). Dieses
Theorem ist ein Beispiel für das, was manchmal das Gesetz des
Nicht-Widersprechens genannt wird.

Um zu zeigen, dass ein Satz ein Theorem ist, muss man nur
einen geeigneten Beweis finden. Es ist normalerweise viel schwie-
riger zu zeigen, dass etwas kein Theorem ist. Dazu müsste man
nicht nur zeigen, dass bestimmte Beweisstrategien versagen, son-
dern auch, dass kein Beweis möglich ist. Selbst wenn Sie beim
Versuch, einen Satz auf tausend verschiedene Arten zu beweisen,
scheitern, ist der Beweis vielleicht einfach zu lang und zu kom-
plex, als dass Sie ihn verstehen könnten. Oder vielleicht haben
Sie sich einfach nicht genug angestrengt.

Hier ist ein weiterer nützlicher Begriff:
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Zwei Sätze A und B sind beweisbar äquivalent genau
dann, wenn jeder vom jeweils anderen hergeleitet werden
kann; d.h. es gilt sowohl A ⊢ B als auch B ⊢ A.

Wie im Falle von Theoremen, ist es relativ einfach zu zeigen,
dass zwei Sätze beweisbar äquivalent sind: es bedarf lediglich
zweier Beweise. Aber zu zeigen, dass Sätze nicht beweisbar äqui-
valent sind, ist viel schwieriger: es ist genauso schwierig wie zu
zeigen, dass ein Satz kein Theorem ist.

Hier ist ein dritter, verwandter Begriff:

Die SätzeA1,A2, . . . ,An sind beweisbar inkonsistent ge-
nau dann, wenn man von ihnen einen Widerspruch herlei-
ten kann, d.h., A1,A2, . . . ,An ⊢ ⊥. Wenn diese Sätze nicht
beweisbar inkonsistent sind, dann nennen wir sie be-
weisbar konsistent.

Es ist leicht zu zeigen, dass einige Sätze beweisbar inkonsi-
stent sind: Man muss nur einen Widerspruch als Resultat der
Annahme dieser Sätze beweisen können. Zu zeigen, dass einige
Sätze nicht beweisbar inkonsistent sind, ist viel schwieriger. Es
erfordert mehr, als nur den einen oder anderen Beweis zu erbrin-
gen; es erfordert, dass kein Beweis einer bestimmten Art gegeben
werden kann.
Die folgende Tabelle fasst zusammen, ob ein oder zwei Beweise
ausreichen, oder ob wir über alle möglichen Beweise nachdenken
müssen.

Yes No
Theorem? ein Beweis alle möglichen Beweise
Inkonsistent? ein Beweis alle möglichen Beweise
Äquivalent? zwei Beweise alle möglichen Beweise
Konsistent? alle möglichen Beweise ein Beweis
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Übungen

A. Zeigen Sie, dass jeder der folgenden Sätze ein Theorem ist:

1. O → O
2. N ∨ ¬N
3. J ↔ [ J ∨ (L ∧ ¬L)]
4. ((A → B) → A) → A

B. Geben Sie Beweise an, um die folgenden Dinge zu zeigen:

1. C → (E ∧G ),¬C → G ⊢ G
2. M ∧ (¬N → ¬M ) ⊢ (N ∧M ) ∨ ¬M
3. (Z ∧ K ) ↔ (Y ∧M ),D ∧ (D → M ) ⊢Y → Z
4. (W ∨ X ) ∨ (Y ∨ Z ),X →Y,¬Z ⊢W ∨Y

C. Zeigen Sie, dass jedes der folgenden Satzpaare beweisbar äqui-
valent ist:

1. R ↔ E, E ↔ R
2. G , ¬¬¬¬G
3. T → S , ¬S → ¬T
4. U → I , ¬(U ∧ ¬I )
5. ¬(C → D),C ∧ ¬D
6. ¬G ↔ H , ¬(G ↔ H )

D. Wenn Sie wissen, dass A ⊢ B, was können Sie zu (A∧ C) ⊢ B

sagen? Und was zu (A∨ C) ⊢ B? Begründen Sie Ihre Antworten.

E. In diesem Kapitel haben wir behauptet, dass es ebenso schwer
ist, zu zeigen, dass zwei Sätze nicht beweisbar äquivalent sind,
wie zu zeigen, dass ein Satz kein Theorem ist. Warum haben wir
dies behauptet? (Hinweis: Stellen Sie sich einen Satz vor, der ein
Theorem wäre, genau dann, wenn Aund Bbeweisbar äquivalent
wären).



KAPITEL 20

Abgeleitete Regeln

In diesem Kapitel werden wir sehen, warum wir die Regeln un-
seres Herleitungssystems in zwei Abschnitten eingeführt haben.
Insbesondere wollen wir zeigen, dass die zusätzlichen Regeln von
§18 streng genommen nicht notwendig sind, sondern aus den
Grundregeln von §16 abgeleitet werden können.

20.1 Herleitung der Wiederholungsregel

Um zu veranschaulichen, was es bedeutet, eine Regel aus anderen
Regeln abzuleiten, betrachten Sie zunächst die Wiederholungsre-
gel. Diese ist eine Grundregel unseres Systems, aber sie ist eigent-
lich nicht notwendig. Um dies zu sehen, nehmen Sie an, dass Sie
einen Satz auf einer Zeile Ihres Beweises haben:

m A

Sie wollen sich jetzt wiederholen, in irgendeiner Zeile k . Sie könn-
ten sich einfach auf die Regel R berufen. Aber genauso gut könn-
ten Sie sich auch auf andere Grundregeln in §16 berufen:

m A

k A∧ A ∧I m, m

k + 1 A ∧E k

182
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Um es klar zu sagen: Dies ist kein Beweis. Vielmehr ist es ein
Beweisschema. Schließlich verwendet es eine Variable, ‘A’, anstatt
eines Satzes der WFL. Aber der Punkt ist einfach: Egal welche
Sätze der WFL wir für ‘A’ ersetzen, und egal in welchen Zeilen
wir arbeiten, wir können einen Beweis erbringen, der der obigen
Form entspricht. Man kann sich unser Beweisschema also als ein
Rezept für das Herstellen von Beweisen vorstellen.

In der Tat ist es ein Rezept, das uns folgendes zeigt: Alles, was
wir mit der Regel R beweisen können, können wir (mit einer wei-
teren Zeile) allein mit den Grundregeln in §16, ohne R, beweisen.
Das bedeutet, dass die Regel R aus den anderen Grundregeln ab-
geleitet werden kann: Alles, was wir mit R rechtfertigen können,
können wir auch nur mit den anderen Grundregeln rechtfertigen.

20.2 Ableitung des disjunktiven
Syllogismus

Nehmen Sie an, Sie befinden sich in einem Beweis und sie stoßen
auf das folgende:

m A∨ B

n ¬A

Sie wollen jetzt, in der Zeile k , B beweisen. Sie können dies mit
der Regel DS tun, die wir in §18 eingeführt haben. Aber ebenso
gut können Sie dies mit den Grundregeln in §16 tun:
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m A∨ B

n ¬A

k A

k + 1 ⊥ ¬E n, k

k + 2 B X k + 1

k + 3 B

k + 4 B R k + 3

k + 5 B ∨E m, k–k + 2, k + 3–k + 4

Die DS-Regel kann also wiederum aus unseren Grundregeln ab-
geleitet werden. Ihre Aufnahme in unser System ermöglicht uns
keine neuen Beweise. Jedes Mal, wenn Sie die DS-Regel verwen-
den, könnten Sie auch ein paar Zeilen mehr nutzen und dasselbe
nur mittels unserer Grundregeln beweisen. Daher ist die DS-Regel
eine abgeleitete Regel.

20.3 Ableitung des Modus Tollens

Nehmen Sie an, Sie finden das folgende in Ihrem Beweis:

m A→ B

n ¬B

Sie wollen jetzt, in Zeile k , ¬A beweisen. Sie können dies mit
der MT-Regel tun, die wir in §18 eingeführt haben. Genauso gut
können Sie dies allerdings auch mit den Grundregeln in §16 tun:
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m A→ B

n ¬B

k A

k + 1 B →E m, k

k + 2 ⊥ ¬E n, k + 1

k + 3 ¬A ¬I k–k + 2

Die MT-Regel kann also von den Grundregeln unseres Herlei-
tungssystems abgeleitet werden.

20.4 Ableitung der
Doppelnegationseliminationsregel

Betrachten Sie das folgende Beweisschema:

m ¬¬A

k ¬A

k + 1 ⊥ ¬E m, k

k + 2 A IB k–k + 1

Dies zeigt, dass wir die Doppelnegationseliminationsregel von
den Grundregeln unseres Herleitungssystems ableiten können.

20.5 Ableitung des ausgeschlossenen
Dritten

Angenommen, Sie wollen etwas mit der GAD-Regel beweisen,
d.h. Sie haben in Ihrem Beweis:
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m A

n B

k ¬A

l B

Sie wollen jetzt, in Zeile l +1, B herleiten. Die Regel GAD in §18
würde es Ihnen erlauben, dies zu tun. Aber können Sie dies auch
mit den Grundregeln unseres Herleitungssystems tun?

Eine Möglichkeit ist, zuerst zu beweisen, dass A∨ ¬A, und
dann ∨E anzuwenden:

m A

n B

k ¬A

l B

...

i A∨ ¬A

i + 1 B ∨E i , m–n, k–l

(Wir gaben einen Beweis fürA∨¬Anur mit unseren Grundregeln
in §17.6).

Hier ist ein anderer Weg, der etwas komplizierter als die vor-
herigen ist. Was Sie tun müssen, ist, Ihre beiden Unterbeweise in
einen anderen Unterbeweis einzubetten. Die Annahme des Unter-
beweises ist ¬B, und die letzte Zeile ⊥. Der vollständige Unter-
beweis erlaubt Ihnen, B unter Verwendung von IB herzuleiten.
Innerhalb des Beweises müssten Sie allerdings etwas mehr Arbeit
leisten, um ⊥ zu erhalten:
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m ¬B

m + 1 A

...

n B

n + 1 ⊥ ¬E m, n

n + 2 ¬A
...

l B

l + 1 ⊥ ¬E m, l

l + 2 ¬A ¬I (m + 1)–(n + 1)

l + 3 ¬¬A ¬I (n + 2)–(l + 1)

l + 4 ⊥ ¬E l + 3, l + 2

l + 5 B IB m–(l + 4)

Beachten Sie, dass sich die Zeilennummern ändern, da wir oben
eine Annahme, sowie zusätzliche Schlussfolgerungen innerhalb
der Unterbeweise, hinzufügen. Es könnte sein, dass Sie eine Weile
auf diesen Beweis starren müssen, bevor Sie verstehen, was hier
vonstatten geht.

20.6 Ableitung der De Morganschen
Regeln

Hier ist eine Demonstration, wie wir die erste De Morgansche
Regel ableiten können:
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m ¬(A∧ B)

k A

k + 1 B

k + 2 A∧ B ∧I k , k + 1

k + 3 ⊥ ¬E m, k + 2

k + 4 ¬B ¬I k + 1–k + 3

k + 5 ¬A∨ ¬B ∨I k + 4

k + 6 ¬A

k + 7 ¬A∨ ¬B ∨I k + 6

k + 8 ¬A∨ ¬B GAD k–k + 5, k + 6–k + 7

Hier ist eine Demonstration, wie wir die zweite De Morgansche
Regel ableiten können:

m ¬A∨ ¬B

k A∧ B

k + 1 A ∧E k

k + 2 B ∧E k

k + 3 ¬A

k + 4 ⊥ ¬E k + 3, k + 1

k + 5 ¬B

k + 6 ⊥ ¬E k + 5, k + 2

k + 7 ⊥ ∨E m, k + 3–k + 4, k + 5–k + 6

k + 8 ¬(A∧ B) ¬I k–k + 7
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Ähnliche Demonstrationen erklären, wie wir die dritte und vierte
De Morgansche Regel von unseren Grundregeln ableiten können.
Diese werden Ihnen aber als Übung überlassen.

Übungen

A. Geben Sie Beweisschemata an, die die Hinzufügung der drit-
ten und vierten De Morganschen Regeln als abgeleitete Regeln
rechtfertigen.

B.Die Beweise, die Sie zu den Übungen in §§18–19 erstellt haben,
nutzten abgeleitete Regeln. Ersetzen Sie die abgeleiteten Regeln
in diesen Beweisen mit Grundregeln. Sie werden in den resultie-
renden Beweisen einige Wiederholungen finden; in solchen Fäl-
len, bieten Sie einen eleganteren Beweis an, der nur Grundregeln
verwendet. (Dadurch erhalten Sie ein Gefühl sowohl für die Kraft
der abgeleiteten Regeln als auch für das Zusammenspiel aller Re-
geln).

C. Beweisen Sie A∨¬A. Dann geben Sie einen Beweis für diesen
Satz, der nur die Grundregeln verwendet.

D. Zeigen Sie, dass Sie, wenn Sie GAD als Grundregel hätten,
IB als abgeleitete Regel rechtfertigen können. Das heißt, nehmen
wir an, Sie hätten den Beweis:

m ¬A

. . .

n ⊥

Wie könnten Sie GAD verwenden, um A ohne die Verwendung
von IB, aber mit GAD und allen anderen Grundregeln, herzulei-
ten?
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E. Geben Sie einen Beweis für die erste De Morgansche Regel,
der nur die Grundregeln verwendet, und insbesondere ohne GAD
auskommt. (Natürlich können Sie den Beweis mit GAD mit dem
Beweis von GAD kombinieren. Versuchen Sie jedoch auch, auf
andere Art einen Beweis zu finden).



KAPITEL 21

Korrektheit und
Vollständigkeit

In §19 haben wir gesehen, dass wir Beweise zu ähnlichen Zwecken
wie Wahrheitstabellen verwenden können. Wir konnten Beweise
nicht nur verwenden, um zu beweisen, dass ein Argument gül-
tig ist, sondern auch, um zu testen, ob ein Satz eine Tautologie
ist, oder, ob ein Satzpaar äquivalent ist. Wir begannen auch, das
einfache Drehkreuz auf die gleiche Weise wie das doppelte Dreh-
kreuz zu verwenden. Wenn wir mit einer Wahrheitstabelle bewei-
sen konnten, dass A eine Tautologie ist, schrieben wir � A, und
wenn wir es mit einer Ableitung beweisen konnten, schrieben wir
⊢ A.

Vielleicht haben Sie sich an diesem Punkt gefragt, ob die
beiden Drehkreuze immer auf die gleiche Weise funktionieren.
Wenn Sie mit Hilfe von Wahrheitstabellen zeigen können, dass
A eine Tautologie ist, können Sie dann auch immer mittels eines
Beweises zeigen, dass es sich bei diesem Satz um ein Theorem
handelt? Ist die Rückrichtung auch der Fall? Trifft dies auch auf
gültige Argumente und Paare von äquivalenten Sätzen zu? Wie
sich herausstellt, lautet die Antwort auf all diese Fragen und noch
viele andere ähnliche Fragen: Ja. Wir können dies zeigen, indem
wir all diese Begriffe einzeln definieren und sie dann als äquiva-
lent beweisen. Das heißt, wir stellen uns vor, dass wir tatsächlich
zwei Gültigkeitsbegriffe haben, nämlich gültig� und gültig⊢, und
zeigen dann, dass die beiden Begriffe immer gleich funktionieren.

191
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Zu Beginn müssen wir alle unsere logischen Begriffe getrennt
für Wahrheitstabellen und Beweise definieren. Vieles von dieser
Arbeit haben wir bereits getan. Wir haben alle Wahrheitstabellen-
Definitionen in §12 behandelt. Wir haben auch bereits syntakti-
sche, beweistheoretische Definitionen von Tautologien (Theore-
me) und Paaren äquivalenter Sätze gegeben. Die anderen Defini-
tionen folgen natürlich. Für die meisten logischen Begriffe können
wir einen Test mittels Beweisen entwickeln, und diejenigen, auf
die wir nicht direkt testen können, können durch Begriffe definiert
werden, auf die wir testen können.

Beispielsweise haben wir ein Theorem als einen Satz definiert,
der ohne Prämissen abgeleitet werden kann ( 179). Da die Nega-
tion eines Widerspruchs eine Tautologie ist, können wir einen be-
weisbaren widerspruch der wfl als einen Satz definieren, des-
sen Negation ohne Prämissen abgeleitet werden kann. Die syn-
taktische, beweistheoretische Definition eines kontingenten Sat-
zes ist ein wenig anders. Wir haben keine praktische, endliche
Methode, um mit Herleitungen zu beweisen, dass ein Satz kon-
tingent ist, so wie wir es mit Wahrheitstabellen getan haben. Wir
müssen uns also damit begnügen, den Begriff eines kontingenten
Satzes negativ zu definieren. Ein Satz ist beweisbar kontingent
in der wfl genau dann, wenn es sich bei ihm weder um ein Theo-
rem noch einen Widerspruch handelt.

Eine Menge an Sätzen ist beweisbar inkonsistent in der
wfl genau dann, wenn man von ihnen einen Widerspruch herlei-
ten kann. Konsistenz dagegen ist wie die Kontingenz. Wir haben
keine praktische, endliche Methode, um mit Herleitungen zu be-
weisen, dass eine Menge an Sätzen konsistent ist. Auch hier müs-
sen wir unseren Begriff also negativ definieren. Eine Menge an
Sätzen ist beweisbar konsistent in der wfl genau dann, wenn
sie nicht beweisbar inkonsistent ist.

Schließlich ist ein Argument in der WFL beweisbar gültig
genau dann, wenn es eine Ableitung dessen Schlussfolgerung von
dessen Prämissen gibt. Alle diese Definitionen sind in Tabelle
21.1. aufgeführt.

Alle unsere Konzepte sind jetzt sowohl semantisch als auch
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syntaktisch definiert. Wie können wir beweisen, dass diese De-
finitionen immer gleich funktionieren? Ein vollständiger Beweis
geht weit über den Rahmen dieses Lehrbuchs hinaus. Wir kön-
nen jedoch skizzieren, wie er aussehen würde. Wir werden uns
darauf konzentrieren, zu zeigen, dass die beiden Gültigkeitsbe-
griffe äquivalent sind. Daraus folgt die Äquivalenz der anderen
Begriffe recht schnell. Der Beweis wird in zwei Richtungen laufen.
Zunächst werden wir zeigen, dass Dinge, die syntaktisch gültig
sind, auch semantisch gültig sind. Mit anderen Worten: Alles,
was wir mit Herleitungen beweisen können, könnten wir auch
mit Wahrheitstabellen beweisen. In Symbolen: wir wollen zeigen,
dass gültig⊢ gültig� zur Folge hat. Danach müssen wir in die an-
deren Richtung laufen und zeigen, dass gültig� gültig⊢ zur Folge
hat.

Dieses Argument von ⊢ nach � ist das Problem der korrekt-
heit. Ein Herleitungssystem ist korrekt wenn es keine Herlei-
tungen zulässt, die in Wahrheitstabellen ungültig sind. Um zu
zeigen, dass unser Herleitungssystem korrekt ist, müssten wir zei-
gen, dass jeder mögliche Beweis der Beweis eines gültigen Argu-
ments ist. Es würde nicht ausreichen, viele gültige Argumente
erfolgreich zu beweisen und viele ungültige Argumente nicht zu
beweisen.

Der Beweis, den wir skizzieren werden, hängt von der Tat-
sache ab, dass wir einen Satz der WFL unter Verwendung ei-
ner induktiven Definition definiert haben (siehe 53). Wir hätten
auch induktive Definitionen verwenden können, um einen kor-
rekten Beweis der WFL und eine korrekte Wahrheitstabelle zu
definieren. Wenn wir diese Definitionen hätten, könnten wir ei-
nen induktiven Beweis verwenden, um die Korrektheit der WFL
zu zeigen.

Ein induktiver Beweis funktioniert auf dieselbe Weise wie ei-
ne induktive Definition. Mit der induktiven Definition identifi-
zierten wir eine Gruppe von Basiselementen, die als Beispiele
für das, was wir zu definieren versuchten, festgelegt wurden. Im
Falle eines WFL-Satzes waren die Satzbuchstaben A, B , C , . . .
die Basiselemente. Wir gaben bekannt, dass dies Sätze sind. Der
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zweite Schritt einer induktiven Definition besteht darin, zu sa-
gen, dass alles, was aus diesen Basiselemente nach bestimmten
Regeln aufgebaut wird, auch als Beispiel für das, was wir definie-
ren, gilt. Im Falle einer Definition eines Satzes entsprachen die
Regeln den fünf Junktoren (siehe S. 53). Sobald Sie eine indukti-
ve Definition haben, können Sie diese Definition verwenden, um
zu zeigen, dass alle Mitglieder der von Ihnen definierten Katego-
rie eine bestimmte Eigenschaft haben. Sie beweisen einfach, dass
die Basiselemente in diese Kategorie fallen. Dann beweisen Sie,
dass die Regeln für die Erweiterung der Basisklasse nicht ändern,
ob Dinge in die relevante Kategorie fallen. Das genügt, um einen
induktiven Beweis zu erbringen.

Auch wenn wir in der WFL keine induktive Definition eines
Beweises haben, können wir skizzieren, wie ein induktiver Be-
weis für die Korrektheit der WFL aussehen würde. Stellen Sie
sich eine Basisklasse von einzeiligen Beweisen vor, einen für jede
unserer elf Regeln. Die Mitglieder dieser Klasse würden wie folgt
aussehen: A,B ⊢ A∧ B; A∧ B ⊢ A; A∨ B,¬A ⊢ B . . . . Da
einige Regeln ein paar verschiedene Formen haben, müssten wir
dieser Basisklasse einige Elemente hinzufügen, z.B. A∧ B ⊢ B.
Beachten Sie, dass dies alles Aussagen in der Metasprache sind.
Der Beweis, dass die WFL korrekt ist, ist nicht Teil der WFL, weil
die WFL keine Aussagen über sich selbst treffen kann.

Sie können Wahrheitstabellen verwenden, um zu beweisen,
dass jeder dieser einzeiligen Beweise in dieser Basisklasse gültig�
ist. Der Beweis A,B ⊢ A∧ B entspricht z.B. einer Wahrheitsta-
belle, welche zeigt, dass A,B � A∧B. Dies ist der ersten Schritt
unseres induktiven Beweises.

Der nächste Schritt besteht darin zu zeigen, dass das Hinzu-
fügen von Zeilen zu einem Beweis niemals einen gültigen� Beweis
in einen ungültigen� Beweis verwandelt. Wir müssten dies für je-
de unserer elf Regeln zeigen. So müssen wir zum Beispiel für ∧I
zeigen, dass ein gültiger Beweis A1, . . . , An ⊢ Bdurch das Hinzu-
fügen einer Zeile, in der wir ∧I verwenden, um C∧Dherzuleiten
(wobei C∧DausA1, . . . ,An ,Bhergeleitet werden können), nicht
in einen ungültigen Beweis verwandeln.
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Aber warten Sie! Wenn wir C∧Daus diesen Prämissen herlei-
ten können, dann müssen C und D bereits im Beweis vorhanden
sein. Sie befinden sich entweder bereits unterA1, . . . , An , Boder
können aus ihnen hergeleitet werden. Als solche muss jede Zeile
der Wahrheitstabelle, in der die Prämissen wahr sind, eine Zeile
der Wahrheitstabelle sein, in der C und D wahr sind. Gemäss
der charakteristischen Wahrheitstabelle für ∧bedeutet dies, dass
C∧ D in dieser Zeile auch wahr sind. Daher gilt, dass C∧ D

aus den Prämissen folgt. Das bedeutet, dass die Anwendung der
∧E-Regel zur Erweiterung eines gültigen Beweises einen weiteren
gültigen Beweis ergibt.

Um zu zeigen, dass das Herleitungssystem korrekt ist, müss-
ten wir ähnliche Dinge auch für die anderen Regeln zeigen. Da
die abgeleiteten Regeln von den Grundregeln stammen, reicht
es aus, ähnliche Argumente für die elf anderen Grundregeln zu
liefern. Diese mühsame Übung sprengt allerdings den Rahmen
dieses Buches.

Wir haben also gezeigt (bzw. angedeutet), dassA ⊢ B tatsäch-
lich A � B zur Folge hat. Wie steht es um die andere Richtung?
Wieso sollten wir annehmen, dass jedes Argument, das sich mit
Wahrheitstabellen als korrekt erweisen lässt, auch mit einer Her-
leitung beweisen lässt?

Dies ist das Problem der Vollständigkeit. Ein Herleitungs-
system hat die Eigenschaft der vollständigkeit genau dann,
wenn es einen Beweis für jedes semantisch gültige Argument gibt.
Nachzuweisen, dass ein logisches System vollständig ist, ist gene-
rell schwieriger als nachzuweisen, dass es korrekt ist. Der Beweis,
dass ein logisches System vollständig ist, erfordert, dass wir zei-
gen, dass die Regeln des Herleitungssystems genau so funktio-
nieren, wie sie sollen. Zu zeigen, dass ein logisches System voll-
ständig ist, heißt zu zeigen, dass wir alle Regeln haben, die wir
brauchen, bzw. dass wir keine Regeln außer Acht gelassen haben.

Der wichtige Punkt ist, dass unser Herleitungssystem für die
WFL sowohl korrekt als auch vollständig ist. Dies ist nicht bei al-
len Herleitungssystemen oder allen formalen Sprachen der Fall.
Weil es auf die WFL zutrifft, können wir wählen, ob wir Beweise
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oder Wahrheitstabellen angeben, um beispielsweise die Gültig-
keit eines Arguments zu überprüfen – je nachdem, was für die
vorliegende Aufgabe einfacher ist.

Jetzt, da wir wissen, dass die Wahrheitstabellenmethode mit
der Herleitungsmethode ausgetauscht werden kann, können Sie
wählen, welche Methode Sie für ein bestimmtes Problem verwen-
den wollen. Student*innen ziehen es oft vor, Wahrheitstabellen
zu verwenden, weil sie rein mechanisch hergestellt werden kön-
nen; dies scheint ‘einfacher’ zu sein. Wir haben jedoch bereits ge-
sehen, dass Wahrheitstabellen schon nach wenigen Satzbuchsta-
ben unvorstellbar groß werden. Andererseits gibt es ein paar Si-
tuationen, in denen die Verwendung von Beweisen einfach nicht
möglich ist. Wir haben einen Kontingenzsatz syntaktisch als ei-
nen Satz definiert, von dem wir nicht beweisen können, dass er
eine Tautologie oder ein Widerspruch ist. Es gibt keine prakti-
sche Möglichkeit, eine solche negative Aussage zu beweisen. Wir
werden nie wissen, ob es nicht doch einen Beweis dafür gibt,
dass ein Satz ein Widerspruch ist; einen Beweis, den wir ein-
fach noch nicht gefunden haben. Wir können in dieser Situati-
on nichts anderes tun, als auf Wahrheitstabellen zurückzugreifen.
Ähnlich gilt: wir können Herleitungen verwenden, um die Äqui-
valenz zweier Sätze zu beweisen, aber was ist, wenn wir beweisen
wollen, dass sie nicht äquivalent sind? Wir haben keine Möglich-
keit, zu beweisen, dass es keine entsprechenden Beweise gibt. Wir
müssen also wieder auf Wahrheitstabellen zurückgreifen.

Die Tabelle 21.2 fasst zusammen, wann es am Besten ist, Be-
weise zu nutzen und wann es am Besten ist, Wahrheitstabellen zu
nutzen.

Übungen

A. Verwenden Sie entweder einen Beweis oder eine Wahrheits-
tabelle für jedes der folgenden Probleme.

1. Zeigen Sie, dass A → [((B ∧C )∨D) → A] ein Theorem ist.
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Logischer
Begriff

beweisen, dass er
zutrifft:

beweisen, dass er
nicht zutrifft

Theorem Herleiten des Satzes
Finden Sie eine Zeile
mit F unter dem
Hauptjunktor

Widerspruch
Herleiten der
Negation des Satzes

Finden Sie eine Zeile
mit T unter dem
Hauptjunktor

Kontingent

Finden Sie eine Zeile
mit T und eine mit F
unter dem
Hauptjunktor

Beweisen Sie den Satz
oder seine Negation

Äquivalenz
Beweisen Sie beide
Sätze vom jeweils
anderen

Finden Sie eine Zeile,
in der die Sätze
unterschiedliche
Wahrheitswerte unter
dem Hauptjunktor
haben

Konsistenz

Finden Sie eine Zeile,
in der alle Sätze ein T
unter dem
Hauptjunktor haben

Leiten Sie einen
Widerspruch von den
Sätzen her

Gültigkeit
Leiten Sie die
Schlussfolgerung von
den Prämissen her

Finden Sie eine Zeile,
in der die Prämissen
wahr und die
Schlussfolgerung
falsch ist

Tabelle 21.2: Wahrheitstabelle oder Beweis?
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2. Zeigen Sie, dass A → (A → B) kein Theorem ist.

3. Zeigen Sie, dass A → ¬A kein Widerspruch ist.

4. Zeigen Sie, dass A ↔ ¬A ein Widerspruch ist.

5. Zeigen Sie, dass ¬(W → ( J ∨ J )) kontingent ist.

6. Zeigen Sie, dass ¬(X ∨ (Y ∨Z )) ∨ (X ∨ (Y ∨Z )) nicht kon-
tingent ist.

7. Zeigen Sie, dass B → ¬S und ¬¬B → ¬S äquivalent sind.

8. Zeigen Sie, dass ¬(X ∨O ) und X ∧O nicht äquivalent sind.

9. Zeigen Sie, dass ¬(A ∨ B), C und C → A gemeinsam un-
möglich sind.

10. Zeigen Sie, dass ¬(A ∨ B), ¬B und B → A gemeinsam
möglich sind.

11. Zeigen Sie, dass ¬(A ∨ (B ∨C )) ∴¬C gültig ist.

12. Zeigen Sie, dass ¬(A ∧ (B ∨C )) ∴¬C ungültig ist.

B. Verwenden Sie entweder eine Herleitung oder eine Wahrheits-
tabelle für jedes der folgenden Probleme.

1. Zeigen Sie, dass A → (B → A) ein Theorem ist.

2. Zeigen Sie, dass ¬(((N ↔ Q ) ∨Q ) ∨ N ) kein Theorem ist.

3. Zeigen Sie, dass Z ∨ (¬Z ↔ Z ) kontingent ist.

4. Zeigen Sie, dass (L ↔ ((N → N ) → L)) ∨H nicht kontin-
gent ist.

5. Zeigen Sie, dass (A ↔ A) ∧ (B ∧ ¬B) ein Widerspruch ist.

6. Zeigen Sie, dass (B ↔ (C ∨ B)) kein Widerspruch ist.

7. Zeigen Sie, dass ((¬X ↔ X ) ∨ X ) und X äquivalent sind.
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8. Zeigen Sie, dass F ∧(K∧R) nicht äquivalent zu (F ↔ (K ↔
R)) ist.

9. Zeigen Sie, dass ¬(W →W ), (W ↔W )∧W und E∨(W →
¬(E ∧W )) inkonsistent sind.

10. Zeigen Sie, dass ¬R∨C , (C ∧R) → ¬R und (¬(R∨R) → R)
inkonsistent sind.

11. Zeigen Sie, dass ¬¬(C ↔ ¬C ), ((G∨C )∨G ) ∴ ((G → C )∧G )
gültig ist.

12. Zeigen Sie, dass ¬¬L, (C → ¬L) → C ) ∴ ¬C ungültig ist.
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KAPITEL 22

Bausteine der LEO

22.1 Die Notwendigkeit, Sätze zu zerlegen

Lasst uns das folgende Argument betrachten, welches im Deut-
schen offenbar gültig ist:

Willard ist ein Logiker.
Alle Logiker*innen tragen komische Hüte.

∴ Willard trägt einen komischen Hut.

Um es in der WFL zu symbolisieren, könnten wir einen Symboli-
sierungsschlüssel anbieten:

L: Willard ist ein Logiker.
A: Alle Logiker*innen tragen komische Hüte.
F : Willard trägt einen komischen Hut.

Das Argument sieht dann so aus:

L,A ∴ F

Aber der Wahrheitstabellentest wird nun zeigen, dass dieses Ar-
gument ungültig ist. Was ist schief gelaufen?

Das Problem ist nicht, dass wir beim Symbolisieren des Ar-
guments einen Fehler gemacht haben. Unsere Symbolisierung ist
die beste Symbolisierung, die wir in der WFL geben können. Das
Problem liegt bei der WFL selbst. Bei ‘Alle Logiker*innen tra-
gen komische Hüte’ geht es sowohl um Logiker*innen als auch

202
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um das Tragen von komischen Hüten. Wenn wir diese Struktur
in unserer Symbolisierung nicht beibehalten, verlieren wir den
Verbindung zwischen dem Logikerdasein Willards und seinem
komischen Hut.

Die Basiselemente der WFL sind Satzbuchstaben, und die
WFL kann diese nicht weiter auseinandernehmen. Um Argumen-
te wie das vorhergehende zu symbolisieren, müssen wir eine neue
formale Sprache entwickeln, die es uns erlaubt, das Atom zu spal-
ten. Wir werden diese Sprache die Logik erster Ordnung oder LEO
nennen.

Die Einzelheiten der LEO werden wir im Laufe dieses Kapi-
tels erläutern, aber hier sind drei Begriffe die wir für das Spalten
der einfachen Sätze, die wir in der WFL mit Satzbuchstaben sym-
bolisieren, nutzen werden.

Zuerst haben wir Namen. In der LEO symbolisieren wir diese
mit kursiven Kleinbuchstaben. Zum Beispiel könnte ‘b ’ für Bertie
stehen, oder ‘w ’ für Willard.

Zweitens haben wir Prädikate. Deutsche Prädikate sind Aus-
drücke wie ‘ ist ein Hund’ oder ‘ ist ein/e Logiker*in’.
Dies sind an sich keine vollständigen Sätze. Um einen vollstän-
digen Satz zu bilden, müssen wir die Lücke im Prädikat ausfül-
len. Wir müssen etwas sagen wie ‘Bertie ist ein Hund’ oder ‘Wil-
lard ist ein Logiker’. In der LEO symbolisieren wir Prädikate mit
kursiven Großbuchstaben. Zum Beispiel könnten wir das LEO-
Prädikat ‘H ’ das deutsche Prädikat ‘ ist ein Hund’ symbo-
lisieren lassen. Dann wird der Ausdruck ‘H (b)’ in der LEO ein
Satz sein, der den deutschen Satz ‘Bertie ist ein Hund’ symbo-
lisiert. Ebenso könnten wir das FOL-Prädikat ‘L’ das deutsche
Prädikat ‘ ist ein/e Logiker*in’ symbolisieren lassen. Dann
wird der Ausdruck ‘L(w)’ den deutschen Satz ‘Willard ist ein Lo-
giker’ symbolisieren.

Drittens haben wir Quantoren. Zum Beispiel wird ‘∃’ grob aus-
drücken: ‘Es gibt zumindest einen . . . ’. Wir könnten also den
deutschen Satz ‘Es gibt einen Hund’ mit dem LEO-Satz ‘∃x H (x)’
symbolisieren, den wir als ‘Es gibt zumindest ein Ding, x , und x
ist ein Hund’.
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22.2 Namen

Im Deutschen ist ein singulärer Term ein Wort oder eine Phrase,
das/die sich auf eine bestimmte Person, einen bestimmten Ort oder
eine bestimmte Sache bezieht. Das Wort ‘Hund’ ist kein singulärer
Term, weil es sehr viele Hunde gibt, auf die sich ‘Hund’ bezieht.
Der Ausdruck ‘Bertie’ hingegen ist ein singulärer Term, weil er
sich auf einen bestimmten Terrier bezieht. Ebenso ist der Ausdruck
‘Philips Hund Bertie’ ein singulärer Term, weil er sich auf einen
bestimmten Terrier bezieht.

Eigennamen sind eine besonders wichtige Art von singulären
Termen. Dies sind Ausdrücke, die auf Individuen verweisen, oh-
ne sie weiter zu beschreiben. Der Name ‘Emerson’ ist ein Eigen-
name, und der Name allein sagt noch nichts über Emerson aus.
Natürlich werden einige Namen traditionell an Jungen und an-
dere an Mädchen vergeben. Wenn ‘Hilary’ als singulärer Term
verwendet wird, könnte man vermuten, dass er sich auf eine Frau
bezieht. Damit kann man aber auch falsch liegen. Tatsächlich
weist der Name nicht einmal notwendigerweise darauf hin, dass
das Individuum, auf das verwiesen wird, überhaupt eine Person
ist: Hilary könnte auch eine Giraffe sein.

In der LEO sind unsere namen kursive Kleinbuchstaben ‘a’
bis ‘r ’. Wir können Subskripte hinzufügen, wenn wir einen Buch-
staben mehr als einmal verwenden wollen. Hier sind also einige
singulärer Terme der LEO:

a, b, c, . . . , r, a1, f32, j390,m12

Diese sollten wie die Eigennamen im Deutschen verstanden wer-
den, aber mit einem Unterschied. ‘Tim Button’ ist ein Eigenna-
me, aber es gibt mehrere Personen mit diesem Namen. (Glei-
chermaßen gibt es mindestens zwei Personen mit dem Namen
‘P.D. Magnus’.) Wir leben mit dieser Art von Zweideutigkeit im
Deutschen, da das Deutsche zulässt, dass der Kontext dafür zu-
ständig ist, dass sich ‘Tim Button’ auf einen Autor dieses Buches
bezieht und nicht auf ein anderes Individuum, das ebenfalls ‘Tim
Button’ heißt. In der LEO allerdings tolerieren wir eine solche
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Zweideutigkeit nicht. Jeder Name muss auf genau ein Individuum
verweisen. (Zwei verschiedene Namen können jedoch auf dassel-
be Individuum verweisen).

Wie in der WFL stellen wir Symbolisierungsschlüssel zur Ver-
fügung. Diese geben vorübergehend an, worauf ein Name ver-
weist. Zum Beispiel:

e : Elsa
g : Gregor
m: Marybeth

22.3 Prädikate

Die einfachsten Prädikate sind Eigenschaften von Individuen. Es
sind Dinge, die man von einem Objekt aussagen kann; Dinge,
die auf ein Objekt zutreffen oder nicht. Hier sind einige Beispiele
deutscher Prädikate:

ist ein Hund
ist ein Mitglied von Monty Python

Ein Klavier fiel auf

Im Allgemeinen kann man sich Prädikate als Dinge vorstellen, die
sich mit singulären Termen zu Sätzen verbinden. Umgekehrt kön-
nen Sie mit Sätzen beginnen und aus ihnen Prädikate bilden, in-
dem sie singuläre Terme entfernen. Betrachten Sie z.B. den Satz:
‘Vinnie hat sich das Familienauto von Nunzio geliehen’. Durch
das Entfernen eines singulären Terms können wir eines von drei
verschiedenen Prädikaten erhalten:

hat das Familienauto von Nunzio geliehen
Vinnie hat von Nunzio geliehen
Vinnie hat das Familienauto von geliehen

In der LEO sind prädikate kursive GroßbuchstabenA bisZ , mit
oder ohne Subskripten. So könnten wir einen Symbolisierungs-
schlüssel für Prädikate schreiben:
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A(x): x ist verärgert
G (x): x ist glücklich

G1(x, y): x ist so groß wie oder größer als y

Z (x, y): x ist so zäh oder zäher wie y

Z2(x, y, z ): y befindet sich zwischen x und z

(Warum die Subskripte zu den Lücken? Darauf kommen wir in
§24 zurück).

Wenn wir unsere beiden Symbolisierungsschlüssel kombinie-
ren, können wir nun damit beginnen, einige deutsche Sätze zu
symbolisieren, die diese Namen und Prädikate verwenden. Neh-
men wir zum Beispiel die deutschen Sätze:

1. Elsa ist verärgert.
2. Gregor und Marybeth sind verärgert.
3. Wenn Elsa verärgert ist, dann sind auch Gregor und Mary-

beth verärgert.

Satz 1 ist einfach: wir symbolisieren ihn als ‘A(e )’.
Satz 2 ist eine Konjunktion zweier einfacher Sätze. Die einfa-

chen Sätze können durch ‘A(g )’ und ‘A(m)’ symbolisiert werden.
Dann bedienen wir uns unserer Ressourcen aus der WFL und
symbolisieren den ganzen Satz durch ‘A(g ) ∧ A(m)’. Dies veran-
schaulicht einen wichtigen Punkt: Die LEO beinhaltet alle wahr-
heitsfunktionalen Junktoren derWFL. Sie ist eine Erweiterung der
WFL.

Satz 3 ist ein Konditional, dessen Antezedens Satz 1 und des-
sen Konsequens Satz 2 ist. Daher können wir diesen Satz mit
‘A(e ) → (A(g ) ∧ A(m))’ symbolisieren.

22.4 Quantoren

Wir sind jetzt bereit, Quantoren einzuführen. Betrachten Sie die-
se Sätze:

4. Alle sind glücklich.
5. Jemand ist verärgert.
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Es könnte verlockend sein, den Satz 4 als ‘H (e ) ∧ H (g ) ∧ H (m)’
zu symbolisieren. Doch dies würde nur sagen, dass Elsa, Gregor
und Marybeth glücklich sind. Wir wollen aber sagen, dass alle
glücklich sind, auch diejenigen, die keinen Namen haben. Um
dies zu erreichen, führen wir das Symbol ‘∀’ ein. Dieses Symbol
nennen wir den universalquantor.

Auf einen Quantor muss immer eine variable folgen. In der
LEO sind Variablen kursive Kleinbuchstaben ‘s ’ bis ‘z ’, mit oder
ohne Subskripte. Wir könnten also den Satz 4 als ‘∀x G (x)’ sym-
bolisieren. Die Variable ‘x ’ dient als eine Art Platzhalter. Der
Ausdruck ‘∀x ’ bedeutet intuitiv, dass Sie jedes Individuum aus-
wählen und als ‘x ’ eintragen können. Das nachfolgende ‘G (x)’
zeigt an, dass das Ding, das Sie ausgewählt haben, glücklich ist.

Es sei darauf hingewiesen, dass es keinen besonderen Grund
gibt, ‘x ’ anstelle einer anderen Variable zu verwenden. Die Sätze
‘∀x G (x)’, ‘∀y G (y)’, ‘∀z G (z )’ und ‘∀x5G (x5)’ verwenden verschie-
dene Variablen, aber sie sind alle äquivalent.

Um den Satz 5 zu symbolisieren, führen wir ein weiteres neues
Symbol ein: den existenzquantor, ‘∃’. Wie der Universalquan-
tor erfordert auch der Existenzquantor eine Variable. Der Satz
5 kann durch ‘∃x A(x)’ symbolisiert werden. Während ‘∀x A(x)’
als ‘für alle x , x ist verärgert’, wird ‘∃x A(x)’ als ‘es gibt zumin-
dest ein Ding, x , und x ist verärgert’. Auch hier gilt: die Variable
ist eine Art Platzhalter. Wir hätten Satz 5) auch als ‘∃z A(z )’,
‘∃w256A(w256)’, usw. symbolisieren können.

Einige weitere Beispiele werden helfen. Betrachten Sie diese
weiteren Sätze:

6. Niemand ist verärgert.
7. Es gibt jemanden, der nicht glücklich ist.
8. Nicht alle sind glücklich.

Satz 6 kann wie folgt umschrieben werden: ‘Es ist nicht der Fall,
dass jemand verärgert ist’. Wir können ihn mithilfe der Nega-
tion und eines Existenzquantors symbolisieren: ‘¬∃x A(x)’. Satz
6 könnte aber auch wie folgt umgeschrieben werden: ‘Alle sind
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nicht verärgert’. Wenn er so verstanden wird, dann kann dieser
Satz mithilfe der Negation und eines Universalquantors symboli-
siert werden: ‘∀x ¬A(x)’. Beide Alternativen sind akzeptable Sym-
bolisierungen. Es wird sich in der Tat herausstellen, dass im All-
gemeinen ∀x ¬Aäquivalent zu ¬∃x A ist. (Beachten Sie, dass wir
hier ‘A’ als Metavariable verwenden). Einen Satz auf die eine
Art und Weise zu symbolisieren und nicht auf die andere, mag
in manchen Kontexten ‘natürlicher’ erscheinen, aber es ist nicht
viel mehr als eine Frage des Geschmacks.

Der Satz 7 wird am natürlichsten als ‘Es gibt zumindest et-
was ,x , und x ist nicht glücklich’. Dies wird dann als ‘∃x ¬G (x)’
symbolisiert. Natürlich hätten wir auch ‘¬∀x G (x)’ schreiben kön-
nen, was wir so verstehen würden: ‘Es ist nicht der Fall, dass alle
glücklich sind’. Auch das wäre eine vollkommen angemessene
Symbolisierung des Satzes 8.

22.5 Domänen

Angesichts des Symbolisierungsschlüssels, den wir verwendet ha-
ben, symbolisiert ‘∀x G (x)’ ‘Alle sind glücklich’. Wer ist mit die-
sem alle gemeint? Wenn wir im Deutschen Sätze wie diesen ver-
wenden, meinen wir für gewöhnlich nicht jeden, der jetzt auf der
Erde lebt. Mit Sicherheit meinen wir nicht jeden, der jemals ge-
lebt hat oder jemals leben wird. Gewöhnlich meinen wir etwas
Bescheideneres: jeden, der jetzt im Gebäude ist, jeden, der dieses
Modul belegt, oder ähnliches.

Um diese Mehrdeutigkeit zu beseitigen, müssen wir eine do-
mäne angeben. Die Domäne ist die Menge von Dingen, über die
wir sprechen. Wenn wir also über Menschen in Dortmund spre-
chen wollen, dann definieren wir die Domäne als Menschen in
Dortmund. Wir schreiben dies an den Anfang des Symbolisie-
rungsschlüssels, etwa so:

Domäne: Menschen in Dortmund
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Die Quantoren überspannen diese Domäne. Angesichts dieser Do-
mäne ist ‘∀x ’ ungefähr so zu lesen wie ‘Jeder Mensch in Dort-
mund ist so, dass . . . ’ und ‘∃x ’ ist ungefähr so zu lesen wie ‘Zu-
mindest ein Mensch in Dortmund ist so, dass . . . ’.

In der LEO muss die Domäne immer mindestens ein Ding
enthalten. Darüber hinaus können wir im Deutschen legitimer-
weise aus ‘Gregor ist verärgert’ ‘Jemand ist verärgert’ herleiten.
In der LEO wollen wir also ebenso in der Lage sein, ‘∃x A(x)’
von ‘A(g )’ herzuleiten. Wir werden also darauf bestehen, dass
jeder Name auf genau ein Ding in der Domäne verweist. Wenn
wir Menschen von außerhalb Dortmunds benennen wollen, dann
müssen wir diese Menschen in die Domäne aufnehmen.

Eine Domäne hat mindestens ein Element. Jeder Name
muss auf genau ein Element der Domäne verweisen, wobei
auf ein Element der Domäne von einem Namen, mehreren
Namen oder keinem Namen verwiesen werden kann.

Selbst die Zulassung einer Domäne mit nur einem Element
kann zu merkwürdigen Ergebnissen führen. Nehmen wir an, wir
haben dies als einen Symbolisierungsschlüssel:

Domäne: der Eiffelturm
P (x): x ist in Paris.

Der Satz ∀x P (x) könnte im Deutschen als ‘Alles ist in Paris’ para-
phrasiert werden. Doch das wäre irreführend. Es bedeutet, dass
alles in der Domäne in Paris ist. Diese Domäne enthält nur den
Eiffelturm, so dass mit diesem Symbolisierungsschlüssel ∀x P (x)
nur bedeutet, dass der Eiffelturm in Paris ist.

Leere Terme

In der LEO muss jeder Name auf genau ein Element der Domä-
ne verweisen. Ein Name kann sich nicht auf mehr als ein Ding
beziehen - es ist ein singulärer Term. Jeder Name muss aber auf
etwas verweisen. Dies ist mit einem klassischen philosophischen
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Problem verbunden: dem so genannten Problem der leeren Ter-
me.

Mittelalterliche Philosophen benutzten typischerweise Sätze
über die Chimäre, um dieses Problem zu veranschaulichen. Die
Chimäre ist ein mythologisches Geschöpf; sie existiert nicht wirk-
lich. Betrachten Sie diese beiden Sätze:

9. Die Chimäre ist verärgert.
10. Die Chimäre ist nicht verärgert.

Es ist verlockend, einen Namen einfach so zu definieren, dass
er die gleiche Bedeutung wie ‘die Chimäre’ hat. Der Symbolisie-
rungsschlüssel würde wie folgt aussehen:

Domäne: Irdische Kreaturen
A(x): x ist verärgert.

c : Die Chimäre

Wir könnten dann den Satz 9 als A(c ) und den Satz 10 als ¬A(c )
symbolisieren.

Probleme entstehen aber, wenn wir fragen, ob diese Sätze
wahr oder falsch sind. Eine Möglichkeit ist zu sagen, dass Satz
9 nicht wahr ist, weil es keine Chimäre gibt. Wenn Satz 9 falsch
ist, weil er von einer nicht existierende Sache handelt, dann ist
Satz 10 aus dem gleichen Grund auch falsch. Dies würde jedoch
bedeuten, dass A(c ) und ¬A(c ) beide falsch wären. Angesichts der
Wahrheitsbedingungen für die Negation kann dies jedoch nicht
der Fall sein.

Was sollen wir tun, angesichts der Tatsache, dass wir nicht
sagen können, dass beide Sätze falsch sind? Eine andere Mög-
lichkeit ist zu sagen, dass der Satz 9 sinnlos ist, weil er von einer
nicht existierenden Sache handelt. Also wäre A(c ) ein sinnvoller
Ausdruck der LEO relativ zu einigen Symbolisierungsschlüsseln,
aber nicht relativ zu anderen. Doch dies würde unsere forma-
le Sprache zur Geisel bestimmter Symbolisierungsschlüssel ma-
chen. Da wir an der Form der Sätze unserer Sprache interessiert
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sind, wollen wir die logische Kraft eines Satzes wie A(c ) unabhän-
gig von einem bestimmten Symbolisierungsschlüssel betrachten.
Wenn A(c )manchmal sinnvoll und manchmal sinnlos wäre, könn-
ten wir das aber nicht tun.

Das ist das Problem der leeren Terme, und wir werden später
noch einmal darauf zurückkommen (siehe S. 254.) Der wichtige
Punkt für jetzt ist, dass jeder Name der LEO auf etwas in der
Domäne verweisen muss, obwohl die Domäne welche Dinge auch
immer enthalten kann, die wir wollen. Wenn wir Argumente über
mythologische Wesen symbolisieren wollen, dann müssen wir ei-
ne Domäne definieren, die sie miteinschließt und laut der sie eben
schon existieren. Dies zu tun ist wichtig, wenn wir die Logik von
(literarischen) Erzählungen berücksichtigen wollen. Wir können
einen Satz wie ‘Sherlock Holmes lebte in der Baker Street 221B’
symbolisieren, indem wir fiktionale Figuren wie Sherlock Holmes
in unsere Domäne aufnehmen.



KAPITEL 23

Sätze mit einem Quantor

Wir haben jetzt alle Teile der LEO beisammen. Um komplizier-
tere Sätze zu symbolisieren, muss man nur wissen, wie man Prä-
dikate, Namen, Quantoren und Junktoren kombiniert.

23.1 Gängige Quantorenphrasen

Betrachten Sie die folgenden Sätze:

1. Jede Münze in meiner Tasche ist ein Euro.
2. Eine Münze auf dem Tisch ist ein Schilling.
3. Nicht alle Münzen auf dem Tisch sind Schillinge.
4. Keine der Münzen in meiner Tasche sind Schillinge.

Bei der Bereitstellung eines Symbolisierungsschlüssels müssen
wir eine Domäne angeben. Da wir über Münzen in meiner Ta-
sche und auf dem Tisch sprechen, muss die Domäne zumindest
alle diese Münzen enthalten. Da wir von nichts anderem als von
Münzen sprechen, lassen wir die Domäne alle Münzen sein. Da
es sich nicht um bestimmte Münzen handelt, brauchen wir uns
auch nicht mit Namen zu befassen. Hier ist also unser Schlüssel:

Domäne: Alle Münzen
T (x): x ist in meiner Tasche
T2(x): x ist auf dem Tisch
E(x): x ist ein Euro
S (x): x ist ein Schilling

212
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Satz 1 wird am natürlichsten mittels eines Universalquantors sym-
bolisiert. Der Universalquantor sagt etwas über alles in der Do-
mäne aus, nicht nur über die Münzen in meiner Tasche. Satz 1
kann wie folgt umschrieben werden: ‘Für jede Münze, wenn diese
Münze in meiner Tasche ist, dann ist sie ein Euro’. Wir können
ihn also als ‘∀x(T (x) → E(x))’.

Da es in Satz 1 um Münzen geht, die sich sowohl in mei-
ner Tasche befinden, als auch um Schillinge, könnte es ver-
lockend sein, ihn mit einer Konjunktion zu symbolisieren. Der
Satz ‘∀x(T (x) ∧ E(x))’ würde jedoch den Satz ‘Jede Münze ist
sowohl ein Euro als auch in meiner Tasche’ symbolisieren. Dies
bedeutet jedoch offensichtlich etwas ganz anderes als der Satz 1.
Daher sagen wir:

Ein Satz kann als ∀x(F(x) → G(x)) symbolisiert werden,
wenn er im Deutschen als ‘Alle F s sind G s’ oder ‘Jede/r/s
F ist ein/e G ’ paraphrasiert werden kann.

Satz 2 wird am natürlichsten mit einem Existenzquantor sym-
bolisiert. er kann als ‘es gibt eine Münze, die auf dem Tisch liegt
und ein Schilling ist’ umschrieben werden. Also können wir ihn
als ‘∃x(T (x) ∧D(x))’ symbolisieren.

Mit dem Universalquantor nutzten wir ein Konditional, mit
dem Existenzquantor hingegen eine Konjunktion. Nehmen Sie
an, wir hätten stattdessen ‘∃x(T (x) → D(x))’ geschrieben. Dies
bedeutet, dass es ein Objekt in der Domäne gibt, welches
‘(T (x) → D(x))’ erfüllt. Aber in der WFL ist A → B äquiva-
lent zu ¬A∨B. Diese Äquivalenz gilt auch in der LEO. Also ist
‘∃x(T (x) → D(x))’ wahr, wenn ein Objekt in der Domäne ist, wel-
ches ‘(¬T (x)∨D(x))’ erfüllt. Und das bedeutet: ‘∃x(T (x) → D(x))’
ist wahr, wenn irgendeine Münze entweder nicht auf dem Tisch
ist oder ein Schilling ist. Doch es gibt sehr viele Münzen, die nicht
auf dem Tisch sind. Daher ist es sehr leicht für ‘∃x(T (x) → D(x))’
wahr zu sein. Ein Konditional ist normalerweise der beste Junk-
tor für den Universalquantor, aber ein Konditional im Geltungs-
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bereich eines Existenzquantors sagt etwas aus, das oftmals zu
schwach ist. Als allgemeine Faustregel gilt, dass Sie das Kondi-
tional nicht im Geltungsbereich eines Existenzquantors nutzen
sollten, außer Sie sind sich sicher, dass Sie es brauchen.

Ein Satz kann als ∃x(F(x) ∧ G(x)) symbolisiert werden,
wenn er im Deutschen als ‘Ein/e F istG ’ umschrieben wer-
den kann.

Satz 3 kann als ‘Es ist nicht der Fall, dass jede Münze auf dem
Tisch ein Schilling ist’ paraphrasiert werden. Also können wir
ihn als ‘¬∀x(T (x) → D(x))’ symbolisieren. Sie können 3 auch als
‘Eine Münze auf dem Tisch ist kein Schilling’ umschreiben. Sie
würden ihn dann als ‘∃x(T (x) ∧ ¬D(x))’ symbolisieren. Obwohl
es Ihnen vielleicht noch nicht klar ist, sind diese zwei Symboli-
sierungen äquivalent. (Dies ist der Fall, weil ¬∀x A und ∃x¬A,
sowie ¬(A→ B) und A∧ ¬B äquivalent sind.)

Satz 4 kann als ‘Es ist nicht der Fall, dass ein Schilling in
meiner Tasche ist’ umschrieben werden. Dies kann wiederum als
‘¬∃x(P (x) ∧ D(x))’ symbolisiert werden. Den Satz können wir
auch als ‘Alles in meiner Tasche ist kein Schilling’ paraphrasieren
und dann mittels ‘∀x(P (x) → ¬D(x))’ symbolisiert werden. Auch
hier gilt, dass die zwei Symbolisierungen äquivalent sind; beide
sind korrekte Symbolisierungen von 4.

Ein Satz, der im Deutschen als ‘Kein F ist G ’ paraphra-
siert werden kann, kann als ¬∃x(F(x) ∧ G(x)) und als
∀x(F(x) → ¬G(x)) symbolisiert werden.

Zuletzt wenden wir uns dem Wort ‘nur’ zu, z.B. in:

5. Nur Schillinge sind auf dem Tisch.

Wie sollen wir dies symbolisieren? Eine gute Strategie ist, uns zu
überlegen, unter welchen Umständen der Satz falsch ist. Wenn
wir 5 nutzen, schließen wir all jene Fälle aus, in denen etwas auf
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dem Tisch ist, das kein Schilling ist. Also können wir den Satz
genau so symbolisieren, wie wir auch ‘Keine Dinge, die keine
Schillinge sind, sind auf dem Tisch’ symbolisieren können. Die
möglichen Symbolisierungen sind also: ‘¬∃x(T (x)∧¬D(x))’ oder
‘∀x(T (x) → ¬¬D(x))’. Da sich doppelte Negationen aufheben,
ist die zweite Option äquivalent zu ‘∀x(T (x) → D(x))’. D.h. ‘Nur
Schillinge sind am Tisch’ und ‘Alles auf dem Tisch ist ein Schil-
ling’ erhalten die gleiche Symbolisierung.

Ein Satz der im Deutschen als ‘Nur F s sind G s’ para-
phrasiert werden kann, kann also ¬∃x(G(x) ∧¬F(x)) oder
∀x(G(x) → F(x)) symbolisiert werden.

23.2 Leere Prädikate

In §22 betonten wir, dass ein Name auf genau ein Objekt in der
Domäne verweisen muss. Im Gegensatz dazu muss ein Prädikat
auf nichts in der Domäne zutreffen. Ein Prädikat, das auf nichts
in der Domäne zutrifft, nenn wir ein leeres prädikat.

Nehmen Sie an, wir wollen diese beiden Sätze symbolisieren:

6. Jede Maus versteht die deutsche Sprache.
7. Eine Maus versteht die deutsche Sprache.

Auf folgende Weise können wir den Symbolisierungsschlüssel für
diese Sätze aufschreiben:

Domäne: Tiere
M (x): x ist eine Maus.
S (x): x versteht die deutsche Sprache.

Satz 6 kann nun als ‘∀x(M (x) → S (x))’ symbolisiert werden und
Satz 7 als ‘∃x(M (x) ∧ S (x))’.

Es ist verlockend zu sagen, dass 6 7 zur Folge hat. Wir könnten
also denken, dass es unmöglich ist, dass jede Maus die deutsche
Sprache versteht, wenn es keine Maus gibt, die das tut. Aber das
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wäre ein Fehler. Der Satz ‘∀x(M (x) → S (x))’ kann wahr sein,
auch wenn der Satz ‘∃x(M (x) ∧ S (x))’ falsch ist.

Wie kann das sein? Die Antwort erhalten wir, indem wir uns
vor Augen führen, was passieren würde, wenn es keine Mäuse geben
würde. In dem Fall wäre ‘∀x(M (x) → S (x))’ nichtssagenderweise
wahr: nehmen Sie jede Maus, die Sie wollen—sie versteht die
deutsche Sprache! Aber wenn es keine Mäuse (in der Domäne)
geben würde, dann wäre ‘∃x(M (x) ∧ S (x))’ falsch.

Hier ist ein weiteres Beispiel. Lasst uns den obigen Symboli-
sierungsschlüssel erweitern:

R(x): x ist ein Rotor

Nun, betrachten wir ‘∀x(R(x) → M (x))’. Dieser Satz symboli-
siert ‘Jeder Rotor ist eine Maus’. Er ist wahr, unserem Symboli-
sierungsschlüssel nach, obwohl wir nicht sagen wollen, dass es ei-
ne ganze Reihe von Rotormäusen gibt. Denn ‘∀x(R(x) → M (x))’
ist wahr genau dann, wenn jedes Objekt in der Domäne, das ein
Rotor ist, auch eine Maus ist. Doch weil die Domäne nur Tiere
beinhaltet, gibt es keine Rotoren in der Domäne. Daher ist der
Satz nichtssagenderweise wahr.

Wenn Sie den Satz ‘Jeder Rotor ist eine Maus’ tatsächlich
symbolisieren würden, dann würden Sie wahrscheinlich Maschi-
nen zur Domäne hinzufügen. Denn das Prädikat ‘R’ wäre dann
nicht leer und ‘∀x(R(x) → M (x))’ wäre falsch.

Wenn F ein leeres Prädikat ist, dann ist jeder Satz
∀x(F(x) → . . .) nichtssagenderweise wahr.

23.3 Domäne wählen

Die angemessene Symbolisierung eines deutschen Satzes in der
LEO hängt vom Symbolisierungsschlüssel ab. Die Wahl eines
Schlüssels kann schwierig sein. Nehmen Sie an, wir wollen den
folgenden Satz symbolisieren:
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8. Jede Rose hat einen Dorn.

Wir könnten diesen Symbolisierungsschlüssel anbieten:

R(x): x ist eine Rose
D(x): x hat einen Dorn

Es ist verlockend zu sagen, dass wir 8 als ‘∀x(R(x) → D(x))’ sym-
bolisieren sollen, aber noch haben wir keine Domäne gewählt.
Wenn die Domäne alle Rosen enthält, dann wäre dies eine gu-
te Symbolisierung. Aber wenn die Domäne nur Objekte in meiner
Küche enthält, dann würde ‘∀x(R(x) → D(x))’ nur aussagen, dass
jede Rose in meiner Küche einen Dorn hat. Wenn es nun aber keine
Rosen in meiner Küche gibt, dann ist dieser Satz nichtssagender-
weise wahr. Das wollen wir nicht. Um 8 adäquat zu symbolisieren,
müssen wir alle Rosen in der Domäne einschließen. An dieser
Stelle haben wir die Wahl zwischen zwei Optionen.

Erstens können wir die Domäne so beschränken, dass sie nur
Rosen beinhaltet. Dann können wir den Satz 8 als ‘∀x D(x)’ sym-
bolisieren. Diese Symbolisierung ist wahr genau dann, wenn jedes
Objekt in der Domäne einen Dorn hat; weil die Domäne nur Ro-
sen beinhaltet, ist dies wahr genau dann, wenn jede Rose einen
Dorn hat. Indem wir die Domäne beschränken, können wir un-
seren deutschen Satz mit einem sehr kurzen und einfachen Satz
der LEO symbolisieren. Dieser Ansatz kann uns also Arbeit er-
sparen, wenn alle Sätze, die wir symbolisieren wollen, nur von
Rosen handeln.

Zweitens können wir die Domäne auch andere Objekte als
Rosen beinhalten lassen: Rhododendren, Ratten, Gewehre, was
auch immer. Diesen Ansatz müssen wir wählen, wenn wir mit
Hilfe des gleichen Symbolisierungsschlüssels auch weitere Sätze
symbolisieren wollen:

9. Jeder Cowboy singt ein trauriges Lied.

Unsere Domäne muss nun sowohl alle Rosen (für Satz 8) und alle
Cowboys (für Satz 9) beinhalten. Also könnten wir den folgenden
Symbolisierungsschlüssel anbieten:
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Domäne: Personen und Pflanzen
C (x): x ist ein Cowboy
S (x): x singt ein trauriges Lied
R(x): x ist eine Rose
D(x): x hat einen Dorn

Nun werden wir den Satz 8 mit ‘∀x(R(x) → D(x))’ symbolisieren,
da ‘∀x D(x)’ den Satz ‘Jede Person und Pflanze hat einen Dorn’
symbolisieren würde. Ähnlicherweise werden wir den Satz 9 als
‘∀x(C (x) → S (x))’ symbolisieren.

Im Allgemeinen kann der Universalquantor verwendet wer-
den, um den deutschen Ausdruck ‘Jedermann’ zu symbolisieren,
wenn die Domäne nur Personen enthält. Wenn es in der Domä-
ne Menschen und andere Dinge gibt, dann muss ‘jedermann’ als
‘jede Person’ behandelt werden.

23.4 Der Nutzen von Paraphrasen

Wenn Sie deutsche Sätze in der LEO symbolisieren, ist es wichtig,
die Struktur der Sätze zu verstehen, die Sie symbolisieren möch-
ten. Was zählt ist die abschließende Symbolisierung in der LEO.
Manchmal werden Sie in der Lage sein, von einem deutschen
Satz direkt zu einem Satz der LEO überzugehen. Andere Male
hilft es, den deutschen Satz ein oder mehrere Male zu paraphra-
sieren. Jede nachfolgende Paraphrase sollte vom ursprünglichen
Satz näher an etwas herankommen, das Sie leicht direkt in der
LEO symbolisieren können.

Für die nächsten Beispiele werden wir diesen Symbolisie-
rungsschlüssel verwenden:

Domäne: Personen
B(x): x ist ein Bassist.
R(x): x ist ein Rockstar.
k : Kim Deal

Betrachten wir nun diese Sätze:
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10. Wenn Kim Deal eine Bassistin ist, dann ist sie ein Rockstar.
11. Wenn eine Person eine Bassistin ist, dann ist sie ein Rock-

star.

Die Konsequenten in 10 und 11 beinhalten die gleichen Worte
(‘. . . ist sie ein Rockstar’), aber sie haben sehr verschiedene Be-
deutungen. Um dies klarzustellen, hilft es die ursprünglichen Sät-
ze umzuschreiben, insbesondere die Pronomina.

Satz 10 kann als ‘Wenn Kim Deal eine Bassistin ist, dann ist
Kim Deal ein Rockstar’. Dies kann als ‘B(k ) → R(k )’ symbolisiert
werden.

Satz 11 muss anders umschrieben werden ‘Wenn eine Person
eine Bassistin ist, dann ist diese Person ein Rockstar’. Dieser Satz
beschäftigt sich nicht mit einer bestimmten Person, also brauchen
wir eine Variable. In einem Zwischenschritt können wir den Satz
als ‘Für jede Person x gilt: wenn x eine Bassistin ist, dann ist x ein
Rockstar’. Dies kann nun als ‘∀x(B(x) → R(x))’ symbolisiert wer-
den. Und das ist der gleiche Satz, den wir auch benutzt hätten,
um ‘Jede Bassist*in ist ein Rockstar’ darzustellen. Das ist klarer-
weise wahr genau dann, wenn Satz 11 wahr ist; so wie erhofft.

Betrachten Sie nun ein paar weitere Sätze:

12. Wenn jemand ein/e Bassist*in ist, dann ist Kim Deal ein
Rockstar.

13. Wenn jemand ein/e Bassist*in ist, dann ist er/sie ein Rock-
star.

Hier kommen in das Antezedens von 12 und 13 die gleichen Wor-
te vor (‘Wenn jemand eine Bassist*in ist. . .’). Aber es ist nicht ein-
fach zu wissen, wie diese beiden Vorkommnisse zu symbolisieren
sind. Auch hier kommt uns die Paraphrase zu Hilfe.

Satz 12 kann als ‘Wenn es eine Bassist*in gibt, dann ist Kim
Deal ein Rockstar’ dargestellt werden. Nun ist klar, dass der Satz
ein Konditional ist, dessen Antezedens einen Quantor enthält.
Also können wir den ganzen Satz mit einem Konditional als
Hauptjunktor symbolisieren: ‘∃xB(x) → R(k )’.
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Satz 13 kann als ‘Für alle Personen x gilt: wenn x ein/e
Bassist*in ist, dann ist x ein Rockstar’. Oder, in schönerem
Deutsch: ‘Alle Bassist*innen sind Rockstars’. Dies ist am besten
als ‘∀x(B(x) → R(x))’ zu symbolisieren, genau wie Satz 11.

Das Prinzip hier ist, dass das deutsche Wort ‘jemand’ typi-
scherweise mit Hilfe eines Quantors symbolisiert werden soll-
te. Wenn es Ihnen schwer fällt, zu entscheiden, ob Sie einen
Existenz- oder Universalquantor verwenden sollen, versuchen
Sie, den Satz mit einem deutschen Satz zu paraphrasieren, der
‘jemand’ durch ein anderes Wort ersetzt.

23.5 Quantoren und Geltungsbereich

Betrachten wir die folgenden Sätze:

14. Wenn alle Bassist*innen sind, dann ist Lars ein Bassist
15. Alle sind so, dass, wenn sie Bassist*innen sind, auch Lars

ein Bassist ist.

Um diese Sätze zu symbolisieren, fügen wir einen Namen zu un-
serem Symbolisierungsschlüssel hinzu:

l : Lars

Satz 14 ist ein Konditional, dessen Antezedens ‘Alle sind Bas-
sist*innen’ ist. Also symbolisieren wir diesen Satz als ‘∀x B(x) →
B(l )’. Dieser Satz ist notwendigerweise wahr: wenn alle Bas-
sist*innen sind, dann können wir irgendeine Person nehmen—
zum Beispiel Lars—und sie wir ein/e Bassist*in sein.

Satz 15 hingegen ist besser umschrieben als ‘Jede Person x ist
so, dass gilt: wenn x ein/e Bassist*in ist, dann ist Lars ein Bassist’.
Das symbolisieren wir als ‘∀x(B(x) → B(l ))’. Dieser Satz kann
falsch sein; Kim Deal ist eine Bassist*in. Also ist ‘B(k )’ wahr. Neh-
men wir nun an, dass Lars kein Bassist ist (er ist Schlagzeuger).
Dann ist ‘B(l )’ falsch. Dementsprechend ist nun ‘B(k ) → B(l )’
falsch und somit auch ‘∀x(B(x) → B(l ))’.
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Kurz gesagt: ‘∀xB(x) → B(l )’ und ‘∀x(B(x) → B(l ))’ sind
sehr unterschiedliche Sätze. Der Unterschied zwischen ihnen be-
ruht in einem Unterschied der Geltungsbereiche ihrer Quantoren.
Der Geltungsbereich eines Quantors ähnelt dem der Negation,
welchen wir uns in unserer Diskussion der WFL angesehen hat-
ten.

Im Satz ‘¬B(k ) → B(l )’ ist der Geltungsbereich von ‘¬’ nur
das Antezedens des Konditionals. Wir sagen so etwas wie: wenn
‘B(k )’ falsch ist, dann ist ‘B(l )’ wahr. Ähnlich verhält sich der
Satz ‘∀xB (x) → B(l )’. Auch hier ist der Geltungsbereich von ‘∀x ’
nur das Antezedens des Konditionals. Wir sagen so etwas wie:
wenn ‘B(x)’ auf alle zutrifft, dann ist auch ‘B(l )’ wahr.

Die Moral hier ist einfach: wenn Sie Konditionale verwenden,
stellen Sie sicher, dass sie den Geltungsbereich ihrer Junktoren
und Quantoren richtig zugeordnet haben.

Mehrdeutige Prädikate

Wenden wir uns dem folgenden Satz zu:

16. Adina ist eine erfahrene Chirurgin.

Die Domäne besteht aus Personen; K (x) symbolisiert ‘x ist ein/e
erfahrene/r Chirurg*in’; a verweist auf Adina. Satz 16 symboli-
sieren wir dann als K (a).

Was, wenn wir stattdessen das folgende Argument symboli-
sieren wollen?

Das Krankenhaus stellt nur erfahrene Chirurg*innen
ein. Alle Chirurg*innen sind gierig. Billy ist ein Chir-
urg, aber er ist nicht erfahren. Deshalb ist Billy gierig,
aber das Krankenhaus wird ihn nicht einstellen.

Wir müssen hier zwischen erfahrenen Chirurg*innen und Chir-
urg*innen unterscheiden. Das tun wir im folgenden Symbolisie-
rungsschlüssel:

Domäne: Personen
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G (x): x ist gierig.
K (x): Das Krankenhaus stellt x ein.
C (x): x ist ein/e Chirurg*in.
E(x): x ist erfahren.

b : Billy

Dieser Schlüssel erlaubt uns das Argument wie folgt zu sym-
bolisieren:

∀x [¬(C (x) ∧ E(x)) → ¬K (x)
]

∀x(C (x) → G (x))
C (b) ∧ ¬E(b)

∴ G (b) ∧ ¬K (b)

So weit, so gut. Doch das folgende Beispiel bringt einige Kom-
plikationen zu Tage:

Carola ist eine erfahrene Chirurgin und eine Tennis-
spielerin. Also ist Carola eine erfahrene Tennisspie-
lerin.

Wenn wir mit dem Symbolisierungsschlüssel beginnen, den wir
für das vorangegangene Argument verwendet haben, könnten wir
einfach ein Prädikat (T (x) für ‘x ist ein/e Tennisspieler*in’) und
einen Namen (c für Carola) hinzufügen. Dann symbolisieren wir
das Argument so:

(C (c ) ∧ E(c )) ∧T (c )
∴ T (c ) ∧ E(c )

Aber diese Symbolisierung ist eine Katastrophe! Das ursprüngli-
che deutsche Argument ist ungültig, während die Symbolisierung
ein gültiges Argument der LEO ist. Das Problem ist, dass es einen
Unterschied zwischen chirurgischer Erfahrung und Tenniserfah-
rung gibt: man kann erfahren als Chirurg*in sein, ohne erfahren
als Tennisspieler*in zu sein. Um das Argument korrekt zu sym-
bolisieren, brauchen wir zwei Prädikate, welches jeweils von ei-
ner bestimmten Art der Erfahrung handeln. Wenn wir E1(x) für
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‘x ist erfahren als Chirurg*in’ und K2(x) für ‘x ist erfahren als
Tennisspieler*in’ verwenden, dann können wir das Argument so
symbolisieren:

(C (c ) ∧ E1(c )) ∧T (c )
∴ T (c ) ∧ E2(c )

Wie das Argument der deutschen Sprache ist auch dieses Argu-
ment ungültig.

Man beachte hier, dass keine spezielle logische Verbindung
zwischen E1(c ) und R(c ) besteht. Als Symbole der LEO könnten
sie beliebige einstellige Prädikate beinhalten. Im Deutschen da-
gegen gibt es eine Verbindung zwischen ‘ist ein/e Chirurg*in’ und
‘ist ein/e erfahrene/r Chirurg*in’: Jede erfahrene Chirurgin ist ei-
ne Chirurgin. Um diese Verbindung erfassen, symbolisieren wir
‘Carola ist eine erfahrene Chirurgin’ als C (c )∧E1(c ). Zu Deutsch:
‘Carola ist eine Chirurgin und ist erfahren als Chirurgin.’

Die Moral dieser Beispiele ist, dass man sich davor hüten
muss, Prädikate auf mehrdeutige Weise zu symbolisieren. Ähn-
liche Probleme können bei Prädikaten wie gut, schlecht, groß und
klein auftreten. So wie erfahrene Chirurg*innen und erfahrene
Tennisspieler*innen unterschiedliche Erfahrungen haben, so sind
große Hunde, große Mäuse und große Probleme auf unterschied-
liche Weise groß.

Reicht es aus, ein Prädikat zu haben, das ‘ist ein/e erfahrene/r
Chirurg*in’ symbolisiert, anstatt zweier Prädikate ‘ist erfahren’
und ‘ist ein/e Chirurgin’? Manchmal. Wie der Satz 16 zeigt, brau-
chen wir manchmal nicht zwischen erfahrenen Chirurg*innen
und anderen Chirurg*innen zu unterscheiden. In anderen Fällen
aber müssen wir diese Unterscheidung sehr wohl treffen.

Ähnliches gilt auch für andere Prädikate. Wir müssen nicht
immer zwischen verschiedenen Weisen, gut, schlecht oder groß
zu sein, unterscheiden. Wenn Sie ein Argument symbolisieren,
bei dem es nur um Hunde geht, dann ist es in Ordnung, ein
Prädikat zu definieren, das ‘ist groß’ symbolisiert. Wenn ihre Do-
mäne jedoch Hunde und Mäuse umfasst, ist es wahrscheinlich
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am besten, das Prädikat feinkörniger zu definieren, sodass es ‘ist
groß für einen Hund’ symbolisiert.

Übungen

A. Hier sind die syllogistischen Figuren, die von Aristoteles und
seinen Nachfolgern identifiziert wurden, zusammenmit ihren mit-
telalterlichen Namen:

1. Barbara. Alle Gs sind F. All Hs sind G. Also: Alle Hs sind
F.

2. Celarent. Kein G ist F. Alle Hs sind G. Also: Kein H ist F
3. Ferio. Kein G ist F. Ein H ist G. Also: Ein H ist kein F.
4. Darii. Alle Gs sind F. Ein H ist G. Also: Ein H ist F.
5. Camestres. Alle Fs sind G. Kein H ist G. Also: Keine Hs

sind F.
6. Cesare. Kein F ist G. Alle Hs sind G. Also: Kein H ist F.
7. Baroko. Alle Fs sind G. Ein H ist kein G. Also: Ein H ist

kein F.
8. Festino. Kein F ist G. Ein H ist G. Also: Ein H ist kein F.
9. Datisi. Alle Gs sind F. Ein G ist H. Also: Ein H ist F.
10. Disamis. Ein G ist F. Alle Gs sind H. Also: Ein H ist F.
11. Ferison. Kein G ist F. Ein G ist H. Also: Ein H ist kein F.
12. Bokardo. Ein G ist kein F. Alle Gs sind H. Also: Ein H ist

kein F.
13. Camenes. Alle Fs sind G. Kein G ist H. Also: Kein H ist

F.
14. Dimaris. Ein F ist G. Alle Gs sind H. Also: Ein H ist F.
15. Fresison. Kein F ist G. Ein G ist H. Also: Ein H ist kein F.

Symbolisieren Sie jedes dieser Argumente in der LEO.

B. Unter Verwendung des folgenden Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Personen
K (x): x kennt den Code
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S (x): x ist ein Spion
V (x): x ist Vegetarier

h: Hofthor
i : Ingmar

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Weder Hofthor noch Ingmar ist ein Vegetarier.
2. Kein Spion kennt den Code.
3. Niemand kennt den Code, es sei denn, Ingmar tut es.
4. Hofthor ist ein Spion, aber kein Vegetarier ist ein Spion.

C. Unter Verwendung des folgenden Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Tiere
A(x): x ist ein Alligator.
M (x): x ist eine Maus.
R(x): x ist ein Reptil.
Z (x): x lebt im Zoo.

a: Amos
b : Bouncer
c : Cleo

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Amos, Bouncer und Cleo leben im Zoo.
2. Bouncer ist ein Reptil, aber kein Alligator.
3. Ein Reptil lebt im Zoo.
4. Alle Alligatoren sind Reptilien.
5. Jedes Tier, das im Zoo lebt, ist entweder eine Maus oder

ein Alligator.
6. Es gibt Reptilien, die keine Alligatoren sind.
7. Wenn ein Tier ein Reptil ist, dann ist Amos eines.
8. Wenn ein Tier ein Alligator ist, dann ist es ein Reptil.

D. Für jedes der folgenden Argumente, schreiben Sie einen Sym-
bolisierungsschlüssel und symbolisieren Sie das Argument.
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1. Willard ist ein Logiker. Alle Logiker*innen tragen komische
Hüte. Also trägt Willard komische Hüte.

2. Nichts auf meinem Schreibtisch entgeht meiner Aufmerk-
samkeit. Auf meinem Schreibtisch steht ein Computer. Es
gibt also einen Computer, der meiner Aufmerksamkeit
nicht entgeht.

3. Alle meine Träume sind schwarz-weiß. Alte Fernsehsendun-
gen sind in schwarz-weiß. Deshalb sind einige meiner Träu-
me alte Fernsehsendungen.

4. Weder Holmes noch Watson waren in Australien. Ein
Mensch kann ein Känguru nur sehen, wenn er in Australien
oder in einem Zoo ist. Watson hat zwar kein Känguru ge-
sehen, aber Holmes schon. Deshalb war Holmes in einem
Zoo.

5. Niemand erwartet die Spanische Inquisition. Niemand
kennt das Leid, das ich gesehen habe. Deshalb kennt je-
der, der die Spanische Inquisition erwartet, das Leid, das
ich gesehen habe.

6. Alle Babys sind unlogisch. Niemand, der unlogisch ist,
kann mit einem Krokodil umgehen. Berthold ist ein Baby.
Deshalb kann Berthold nicht mit einem Krokodil umgehen.



KAPITEL 24

Mehrfache Allgemeinheit

Bislang haben wir nur Sätze betrachtet, die einstellige Prädika-
te und einen Quantor erfordern. Die volle Leistungsfähigkeit der
LEO fördern wir aber erst zu Tage, wenn wir beginnen, mehrstel-
lige Prädikate und mehrere Quantoren zu verwenden.

24.1 Mehrstellige Prädikate

Alle Prädikate, die wir bisher betrachtet haben, betrafen Eigen-
schaften, die Objekte alleine haben können. Diese Prädikate ha-
ben eine Lücke, und um einen Satz zu bilden, müssen diese Lücke
füllen. Es sind einstellige Prädikate.

Andere Prädikate betreffen jedoch die Beziehung zwischen
zwei Dingen. Hier sind einige Beispiele für Beziehungsprädika-
te im Deutschen:

liebt
ist links von
ist verschuldet bei

Dies sind zweistellige Prädikate. Sie haben zwei Lücken, und
um einen Satz zu bilden, müssen wir diese Lücken füllen. Umge-
kehrt: wenn wir mit einem deutschen Satz mit mehreren singulä-
ren Termen anfangen, können wir zwei dieser Begriffe entfernen,
um ein zweistelliges Prädikat zu erhalten. Betrachten wir den Satz
‘Vinnie hat das Familienauto von Nunzio geliehen’. Indem wir

227
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zwei singuläre Terme entfernen, können wir drei verschiedene
zweistellige Prädikate erhalten:

Vinnie hat von geliehen
hat das Familienauto von geliehen
hat von Nunzio geliehen

und indem wir alle drei singuläre Terme entfernen, kriegen wir
ein dreistelliges Prädikat:

hat von geliehen

In der Tat gibt es keine prinzipielle Begrenzung der Zahl der
Stellen, die ein Prädikat haben kann: wir können generell von
nstelligen Prädikaten sprechen.

24.2 Beachten Sie die Lücke(n)!

Wir haben das Symbol ‘ ’ genutzt um die Lücke zu symbo-
lisieren, die wir durch das Entfernen eines singulärer Terms aus
einem Satz erhalten. Wie Frege aber schon im 19ten Jahrhundert
betonte, müssen wir zwischen verschiedenen Lücken differenzie-
ren. Um einen Satz zu erhalten, können wir Lücken mit den eben
entfernten singulären Termen füllen, aber wir können sie eben-
so mit anderen singulären Termen füllen, oder in einer anderen
Reihenfolge. Die folgenden drei verschiedenen Sätze erhalten wir,
indem wir die Lücken in ‘ liebt ’ auf verschiedeneWei-
sen füllen; aber jeder diese Sätze hat eine bestimmte Bedeutung:

1. Karl liebt Imre.
2. Imre liebt Karl.
3. Karl liebt Karl.

Wir müssen die Lücken in unseren Prädikaten im Auge behalten,
sodass wir nachvollziehen können, wie wir sie füllen. Um das zu
tun, ordnen wir ihnen Variablen zu. Nehmen wir an, wir wollen
die obigen Sätze symbolisieren. Dann könnten wir mit dem fol-
genden Symbolisierungsschlüssel beginnen:
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Domäne: Personen
i : Imre
k : Karl

L(x, y): x liebt y

Satz 1 wird nun als ‘L(k, i )’ symbolisiert; Satz 2 als ‘L(i, k )’; und
Satz 3 als ‘L(k, k )’. Hier sind ein paar weitere Sätze, die wir mit
diesem Symbolisierungsschlüssel symbolisieren können:

4. Imre liebt sich selbst.
5. Karl liebt Imre, aber nicht umgekehrt.
6. Karl wird von Imre geliebt.

Satz 4 kann ‘Imre liebt Imre’ umschrieben, und daher als ‘L(i, i )’
symbolisiert, werden. Satz 5 ist eine Konjunktion. Wir können
diese als ‘Karl liebt Imre und Imre liebt Karl nicht’ paraphrasie-
ren, und somit als ‘L(k, i )∧¬L(i, k )’ symbolisieren. Satz 6 kann als
‘Imre liebt Karl’ umschrieben, und dementsprechend als ‘L(i, k )’
symbolisiert werden. Im letzten Fall haben wir natürlich einen
Unterschied im Fokus zwischen Aktiv und Passiv; aber die Wahr-
heitsbedingungen des Aktivs und des Passivs scheinen sich nicht
zu unterscheiden.

Die Beziehung zwischen ‘Imre liebt Karl’ und ‘Karl wird von
Imre geliebt’ hebt etwas Wichtiges hervor. Um das zu sehen, neh-
men Sie an, wir fügen einen weiteren Eintrag zu unserem Sym-
bolisierungsschlüssel hinzu:

M (x, y): y liebt x

Der Eintrag für ‘M ’ nutzt genau das gleiche deutsche Wort—
‘liebt’—wie der Eintrag für ‘L’. Aber die Lücken wurden vertauscht!
(Schauen Sie auf die Subskripte.) Und das macht einen unterschied.

Zur Erklärung: ein Satz wie ‘L(k, i )’ sagt uns, dass wir den
ersten Namen (‘k ’) und seinen Wert (Karl) mit der ‘x ’-Lücke ver-
binden, den zweiten Namen aber (‘i ’) und seinen Wert (Imre)
mit der ‘y ’-Lücke verbinden, und so Karl liebt Imre erhalten. Der
Satz ‘M (i, k )’ sagt uns hingegen, dass wir die ‘x ’-Lücke mit dem
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Wert des ersten Namens (‘i ’, Imre) füllen, die ‘y ’-Lücke mit dem
Wert des zweiten Namens (‘k ’, Karl) füllen, und so Imre liebt Karl
erhalten.

‘L(i, k )’ und ‘M (k, i )’ symbolisieren also beide ‘Imre liebt
Karl’, wohingegen ‘L(k, i )’ und ‘M (i, k )’ ‘Karl liebt Imre’ symbo-
lisieren. Weil Liebe unerwidert bleiben kann, unterscheiden sich
diese Sätze in ihren Wahrheitsbedingungen.

Ein weiteres Beispiel ist vielleicht hilfreich. Fügen wir das fol-
gende Prädikat zu unserem Symbolisierungsschlüssel hinzu:

P (x, y): x zieht x y vor

Nun symbolisiert ‘P (i, k )’ ‘Imre zieht Imre Karl vor’ und ‘P (k, i )’
‘Karl zieht Karl Imre vor’. Beachten Sie, das wir das gleiche Re-
sultat auch mit dem folgenden Prädikat hätten erreichen können:

P (x, y): x zieht sich selbst y vor

Die Lehre hier ist: wenn Sie sich mit mehrstelligen Prädikaten befas-
sen, dann achten Sie sorgfältig auf die Reihenfolge der Lücken.

24.3 Die Reihenfolge der Quantoren

Betrachten Sie den Satz: ‘Alle lieben jemanden’. Dieser Satz ist
potenziell zweideutig. Er könnte eine der folgenden Bedeutungen
haben:

7. Für jede Person x gilt: x liebt zumindest eine Person.
8. Es gibt zumindest eine bestimmte Person, die von jeder

Person geliebt wird.

Satz 7 wird als ‘∀x∃y L(x, y)’ symbolisiert und würde auf ein Drei-
ecksverhältnis zutreffen. Nehmen wir beispielsweise an, dass die
Domäne auf Imre, Juan und Karl beschränkt ist. Nehmen wir
auch an, dass Karl Imre liebt, aber nicht Juan; dass Imre Juan
liebt, aber nicht Karl; und, dass Juan Karl liebt, aber nicht Imre.
Dann ist Satz 7 wahr.
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Satz 8 wird als ‘∃y∀x L(x, y)’ symbolisiert. Er ist in der gerade
beschriebenen Situation nicht wahr. Nehmen wir wieder an, dass
unsere Domäne auf Imre, Juan und Karl beschränkt ist. Dann
müssen Juan, Imre und Karl allesamt zumindest ein Liebesobjekt
teilen, damit der Satz wahr ist.

Dieses Beispiel veranschaulicht den Punkt, dass die Reihen-
folge der Quantoren wichtig ist. Quantoren zu vertauschen ist ein
Fehlschluss. Hier ist ein Beispiel dieses Fehlschlusses, der manch-
mal in der Philosophie vorkommt:

Für jede Person gilt: es gibt zumindest eine Wahrheit, die
sie nicht wissen kann. (∀∃)

∴ Es gibt zumindest eine Wahrheit, die keine Person wissen
kann. (∃∀)

Diese Argumentstruktur ist offensichtlich ungültig. Vergleiche:

Jede/r hat eine Steuer-ID. (∀∃)
∴ Es gibt zumindest eine Steuer-ID, die jede/r hat. (∃∀)
Die Reihenfolge der Quantoren ist auch in mathematischen

Definitionen wichtig. Es gibt beispielsweise einen großen Unter-
schied zwischen der punktweisen und gleichmäßigen Stetigkeit
von Funktionen:

◃ Eine Funktion f ist punktweise stetig wenn

∀ϵ∀x∀y∃δ(��x − y �� < δ → ��F (x) − f (y)�� < ϵ )
◃ Eine Funktion f ist gleichmäßig stetig wenn

∀ϵ∃δ∀x∀y(��x − y �� < δ → ��F (x) − f (y)�� < ϵ )
24.4 Schritte zur Symbolisierung

Symbolisierungen in der LEO können etwas kompliziert werden.
Wenn Sie also einen Satz symbolisieren wollen, dann sollten sie
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bestimmten Schritten folgen. Wie immer ist das am Besten an-
hand eines Beispiels gezeigt. Betrachten Sie den folgenden Sym-
bolisierungsschlüssel:

Domäne: Personen und Delfine
D(x): x ist ein Delfin

F (x, y): x ist ein Freund von y

B(x, y): x besitzt y

g : Gerald

Nun versuchen wir die folgenden Sätze zu symbolisieren:

9. Gerald besitzt einen Delfin.
10. Jemand besitzt einen Delfin.
11. Alle Freude von Gerald besitzen Delfine.
12. Alle Delfinbesitzer*innen sind Freunde von Delfinbesit-

zer*innen.
13. Alle Freunde von Delfinbesitzer*innen besitzen einen Hund

eines Freundes.

Satz 9 kann als ‘Es gibt zumindest einen Delfin, den Gerald be-
sitzt’ paraphrasiert werden. Das können wir dann als ‘∃x(D(x) ∧
B(g , x))’ symbolisieren.

Satz 10 kann als ‘Es gibt zumindest etwas, y , das einen Del-
fin besitzt’. Wenn wir den ersten Teil symbolisieren, erhalten wir
‘∃y(y besitzt einen Delfin)’. Das Fragment, das uns übrig bleibt
ist ‘y besitzt einen Delfin’ und ähnelt Satz 9, bis auf die Tatsa-
che, dass es nicht von Gerald handelt. Also können wir Satz 10
mittels:

∃y∃x(D(x) ∧ B(y, x))
symbolisieren. Hier sollten wir kurz innehalten. Als Zwi-
schenschritt unseres letzte Symbolisierung, schrieben wir
‘∃y(y besitzt einen Delfin)’. Das ist weder ein Satz der LEO
noch ein Satz der deutschen Sprache: das nutzt Symbole der
LEO (‘∃’, ‘y ’) und Teile des Deutschen (‘besitzt einen Delfin’).
Es ist nur ein Zwischenschritt auf dem Weg zu einer vollstän-
digen Symbolisierung des deutschen Satzes. Sie sollten es als
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ein bisschen grobe Ausarbeitung betrachten, auf einer Stufe mit
den Kritzeleien, die Sie vielleicht geistesabwesend am Seiten-
rand dieses Buches zeichnen, während Sie sich auf ein Problem
konzentrieren.

Satz 11 kann als ‘Jedes x , das ein Freund Geralds ist, besitzt
einen Delfin’ umschrieben werden. Mit unserer Zwischenschritt-
strategie schreiben wir nun:

∀x [F (x, g ) → x besitzt einen Delfin
]

Das Fragment, das uns übrig bleibt, ist ‘x besitzt einen Delfin’ und
ähnelt Satz 9. Allerdings wäre es ein Fehler, einfach das Folgende
zu schreiben:

∀x [F (x, g ) → ∃x(D(x) ∧ B(x, x))
]

Denn hier hätten wir einen Variablenkonflikt. Der Geltungsbe-
reich des Universalquantors ‘∀x ’ ist das ganze Konditional, also
muss das ‘x ’ in ‘D(x)’ vom Universalquantor gebunden werden.
Aber ‘D(x)’ fällt auch in den Geltungsbereich des Existenzquan-
tors ‘∃x ’; und daher sollte ‘x ’ in ‘D(x)’ vom Existenzquantor ge-
bunden werden. Nun macht sich Verwirrung breit: über welches
‘x ’ reden wir? Der Satz ist im Besten Fall mehrdeutig (andernfalls
Unsinn). Logiker*innen aber hassen Mehrdeutigkeit. Eine einzi-
ge Variable kann nicht von zwei Quantoren zur gleichen Zeit in
Anspruch genommen werden.

Um mit unserer Symbolisierung fortzufahren, müssen wir ei-
ne andere Variable für unseren Existenzquantor wählen. Das, was
wir wollen, ist so etwas wie:

∀x [F (x, g ) → ∃z (D(z ) ∧ B(x, z ))
]

Das ist eine adäquate Symbolisierung von 11.
Satz 12 kann als ‘Für jedes x , das einen Delfin besitzt, gibt es

zumindest einen Delfinbesitzer, mit dem x befreundet ist’. Unter
Anwendung unserer Zwischenschritttaktik wird dies zu:

∀x [x besitzt einen Delfin → ∃y(y besitzt einen Delfin ∧ F (x, y))
]
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Wenn wir die Symbolisierung abschließen, erhalten wir:

∀x [∃z (D(z ) ∧ B(x, z )) → ∃y (∃z (D(z ) ∧ B(y, z )) ∧ F (x, y)
) ]

Hier haben wir denselben Buchstaben ‘z ’ sowohl im Antezedens
als auch im Konsequens des Konditionals verwendet, obwohl die-
se zwei Vorkommnisse von zwei unterschiedlichen Quantoren ge-
bunden werden. Das passt: Es gibt hier keinen Konflikt, weil klar
ist, welcher Quantor mit welcher Variable verbunden ist. Wir kön-
nen die Geltungsbereiche der Quantoren so darstellen:

‘∀x ’︷                                                                          ︸︸                                                                          ︷
∀x [ 1ster ‘∃z ’︷                  ︸︸                  ︷

∃z (D(z ) ∧ B(x, z )) →

‘∃y ’︷                                      ︸︸                                      ︷
∃y(

2ter ‘∃z ’︷                  ︸︸                  ︷
∃z (D(z ) ∧ B(y, z )) ∧F (x, y))

]
Dies zeigt, dass keine der Variablen von zwei Quantoren zur glei-
chen Zeit in Anspruch genommen wird.

Satz 13 ist der bis dato schwierigste. Zuerst umschreiben wir
ihn als ‘Jedes x , das ein Freund eines Delfinbesitzers ist, besitzt ei-
nen Delfin, den auch ein Freund von x besitzt. Unter Anwendung
unserer Zwischenschritttaktik wird dies:

∀x [x ist ein Freund eines Delfinbesitzers →
x besitzt einen Delfin, den auch ein Freund von x besitzt

]
Wir können das weiter aufteilen:

∀x [∃y(F (x, y) ∧ y besitzt einen Delfin) →
∃y(D(y) ∧ B(x, y) ∧ y wird von einem Freund von x besessen)

]
Und weiter

∀x [∃y(F (x, y) ∧ ∃z (D(z ) ∧ B(y, z ))) →
∃y(D(y) ∧ B(x, y) ∧ ∃z (F (z, x) ∧ B(z, y)))]

Und dann sind wir auch schon fertig.
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24.5 Unterdrückte Quantoren

Logik kann oft helfen, die Bedeutungen deutscher Ausdrücke klar
zu stellen; insbesondere, wenn Quantoren implizit belassen wer-
den oder ihre Reihenfolge mehrdeutig oder unklar bleibt. Die
Klarheit des Ausdrucks und des Denkens, die die LEO ermög-
licht, kann Ihnen einen erheblichen Vorteil in der Argumentati-
on verschaffen. Dies illustriert die folgende Passage der britischen
Philosophin Mary Astell (1666–1731), in der sie gegen ihren Zeit-
genossen, den Theologen William Nicholls, argumentiert. In Dis-
course IV: The Duty of Wives to their Husbands in seinem The
Duty of Inferiors towards their Superiors, in Five Practical Discour-
ses (London 1701), argumentierte Nicholls, das Frauen Männern
natürlich unterlegen sind. Im Vorwort zur dritten Edition Ihres
Buchs Some Reflections upon Marriage, Occasion’d by the Duke and
Duchess of Mazarine’s Case antwortet Astell wie folgt:

’Tis true, thro’ Want of Learning, and of that Su-
perior Genius which Men as Men lay claim to, she
[Astell] was ignorant of the Natural Inferiority of our
Sex, which our Masters lay down as a Self-Evident
and Fundamental Truth. She saw nothing in the Re-
ason of Things, to make this either a Principle or a
Conclusion, but much to the contrary; it being Sedi-
tion at least, if not Treason to assert it in this Reign.

For if by the Natural Superiority of their Sex,
they mean that every Man is by Nature superior to
everyWoman, which is the obvious meaning, and that
which must be stuck to if they would speak Sense, it
wou’d be a Sin in any Woman to have Dominion over
any Man, and the greatest Queen ought not to com-
mand but to obey her Footman, because no Munici-
pal Laws can supersede or change the Law of Nature;
so that if the Dominion of the Men be such, the Sali-
que Law,1 as unjust as English Men have ever thought

1The Salique law was the common law of France which prohibited the crown
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it, ought to take place over all the Earth, and the most
glorious Reigns in the English, Danish, Castilian, and
other Annals, were wicked Violations of the Law of
Nature!

If they mean that some Men are superior to so-
me Women this is no great Discovery; had they turn’d
the Tables they might have seen that someWomen are
Superior to some Men. Or had they been pleased to
remember their Oaths of Allegiance and Supremacy,
they might have known that OneWoman is superior to
All the Men in these Nations, or else they have sworn
to very little purpose.2 And it must not be suppos’d,
that their Reason and Religion wou’d suffer them to
take Oaths, contrary to the Laws of Nature and Rea-
son of things.3

Wir können die verschiedenen Interpretationen von Nicholls Aus-
sage, die Astell unterscheidet, wie folgt auflisten: Er meinte ent-
weder, dass jeder Mann jeder Frau überlegen ist, d.h.

∀x(M (x) → ∀y(F (y) → (x, y)))

oder, dass einige Männer einigen Frauen überlegen sind, d.h.

∃x(M (x) ∧ ∃y(F (y) ∧ (x, y))).

Letzteres ist zwar wahr, aber das gleiche gilt auch für:

∃y(F (y) ∧ ∃x(M (x) ∧ (y, x))).

(einige Frauen sind einigen Männer überlegen), sodass es “no
great discovery” wäre. In der Tat, weil die Queen all ihren Unter-
tanen überlegen ist, ist es sogar wahr, dass

∃y(F (y) ∧ ∀x(M (x) → (y, x))).
be passed on to female heirs.

2In 1706, England was ruled by Queen Anne.
3Mary Astell, Reflections upon Marriage, 1706 Preface, iii–iv, and Mary

Astell, Political Writings, ed. Patricia Springborg, Cambridge University Press,
1996, 9–10.
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Aber das ist inkonsistent mit dem “obvious meaning” von Ni-
cholls Aussage, der ersten Interpretation. Was Nicholls sagt, ist
also Hochverrat an der Königin!

Übungen

A. Unter Verwendung dieses Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Tiere
A(x): x ist ein Alligator
M (x): x ist eine Maus
R(x): x ist ein Reptil
Z (x): x lebt im Zoo

L(x, y): x liebt y

a: Amos
b : Bouncer
c : Cleo

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Wenn Cleo Bouncer liebt, dann ist Bouncer eine Maus.
2. Wenn Bouncer und Cleo Alligatoren sind, dann liebt Amos

beide.
3. Cleo liebt ein Reptil.
4. Bouncer liebt alle Mäuse, die im Zoo leben.
5. Alle Mäuse, die Amos liebt, lieben ihn gleichermaßen.
6. Jede Maus, die von Cleo geliebt wird, wird auch von Amos

geliebt.
7. Es gibt eine Maus, die Bouncer liebt, aber leider erwidert

Bouncer diese Liebe nicht.

B. Unter Verwendung dieses Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Tiere
T (x): x ist eine Taube
S (x): x mag Samuraifilme

G (x, y): x ist größer als y
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r : Rave
h: Shane
d : Daisy

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Rave ist eine Taube, die Samuraifilme mag.
2. Rave, Shane und Daisy sind Tauben.
3. Shane ist größer als Rave und Daisy ist größer als Shane.
4. Alle Tauben mögen Samuraifilme.
5. Nur Tauben mögen Samuraifilme.
6. Es gibt eine Taube, die größer als Shane ist.
7. Wenn es eine Taube gibt, die größer als Daisy ist, dann gibt

es eine Taube, die größer als Shane ist.
8. Kein Tier, das Samuraifilme mag, ist größer als Shane.
9. Keine Taube ist größer als Daisy.
10. Jedes Tier, das Samuraifilme nicht mag, ist größer als Rave.
11. Es gibt ein Tier, das kleiner als Rave und größer als Shane

ist.
12. Es gibt keine Taube, die kleiner als Rave und größer als

Shane ist.
13. Keine Taube ist größer als sie selbst.
14. Jede Taube ist größer als eine Taube.
15. Es gibt ein Tier, das kleiner als jede Taube ist.
16. Wenn es ein Tier gibt, das größer als jede Taube ist, dann

mag dieses Tier Samuraifilme nicht.

C. Unter Verwendung dieses Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Süßigkeiten
S (x): x beinhaltet Schokolade.
M (x): x beinhaltet Marzipan.
Z (x): x beinhaltet Zucker.
V (x): Boris hat x versucht.
B(x, y): x ist besser als y .

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:
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1. Boris hat noch nie Süßigkeiten probiert.
2. Marzipan beinhaltet immer Zucker.
3. Einige Süßigkeiten sind zuckerfrei.
4. Die besten Süßigkeiten beinhalten Schokolade.
5. Keine Süßigkeit ist besser als sie selbst.
6. Boris hat noch nie zuckerfreie Schokolade probiert.
7. Boris hat Marzipan und Schokolade probiert, aber nie bei-

des in einer Süßigkeit.
8. Jede Süßigkeit mit Schokolade ist besser als alle Süßigkei-

ten ohne.
9. Jede Süßigkeit mit Schokolade und Marzipan ist besser als

alle Süßigkeiten ohne beide.

D. Unter Verwendung dieses Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Personen und Gerichte bei einem Potluck
A(x): x ist alle.
T (x): x steht am Tisch.
E(x): x ist Essen.
P (x): x ist eine Person.

M (x, y): x mag y .
e : Eli
f : Francesca
g : die Guacamole

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Alles Essen steht am Tisch.
2. Wenn die Guacamole nicht alle ist, dann steht sie am Tisch.
3. Alle mögen Guacamole.
4. Wenn jemand die Guacamole mag, dann ist das Eli.
5. Francesca mag nur jene Gerichte, die schon alle sind.
6. Francesca mag niemanden, und niemand mag Francesca.
7. Eli mag jede/n, der/die die Guacamole mag.
8. Eli mag alle, die die Personen mögen, die sie auch mag.
9. Wenn schon eine Person am Tisch steht, dann ist alles Es-

sen schon alle.
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Identität

Betrachten wir den folgenden Satz:

1. Pavel schuldet allen Geld.

die Domäne sind Personen; damit können wir ‘allen’ mittels eines
Universalquantors allein symbolisieren. Anhand des Symbolisie-
rungsschlüssels:

S (x, y): x schuldet y Geld
p : Pavel

können wir nun Satz 1 als ‘∀x S (p, x)’ symbolisieren. Aber diese
Symbolisierung hat eine komische Folge. Sie bedingt, dass Pavel
jedem Element der Domäne Geld schuldet (was auch immer die
Domäne beinhaltet). Pavel beinhaltet die Domäne auf jeden Fall.
Also besagt unsere Symbolisierung, dass Pavel sich selbst Geld
schuldet. Das wollten wir wahrscheinlich nicht aussagen. Eher
wollten wir so was sagen wie:

2. Pavel schuldet allen anderen Geld.
3. Pavel schuldet allen, außer Pavel, Geld.

Aber die kursiv geschriebenen Ausdrücke können wir noch nicht
symbolisieren. Um dies zu tun, fügen wir nun ein neues Symbol
zur LEO hinzu.

Das Symbol ‘=’ ist ein zweistelliges Prädikat. Weil es eine be-
sondere Bedeutung hat, werden wir es aber anders aufschreiben:

240
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wir stellen es zwischen zwei Begriffe, und nicht vor sie. (Diese
Praxis ist in der Mathematik Usus; erinnere dich an eine ma-
thematische Gleichung wie 1

2 = 0.5.) Die besondere Bedeutung
genießt ‘=’, da wir für dieses Symbol immer den gleichen Symbo-
lisierungsschlüssel nutzen:

x = y : x ist identisch mit y

Dass zwei Objekte identisch sind, heißt nicht nur, dass sie unun-
terscheidbar sind, oder, dass die gleichen Dinge auf sie zutreffen.
Es heißt, dass diese Objekte dasselbe Objekt sind.

Um zu sehen, wie wir unser neues Symbol nutzen können,
lasst uns den folgenden Satz symbolisieren:

4. Pavel ist Mister Checkov.

Hierzu fügen wir das hier zu unserem Symbolisierungsschlüssel
hinzu:

c : Mister Checkov

Nun kann Satz 4 als ‘p = c ’ symbolisiert werden. Das sagt uns,
dass ‘p’ und ‘c ’ auf das gleiche Objekt verweisen.

Wir können nun auch Sätze wie 2–3 symbolisieren. All die-
se Sätze können als ‘Allen, die nicht Pavel sind, schuldet Pavel
Geld’ umschrieben werden. Weiter paraphrasierend erhalten wir:
‘Für jedes x , wenn x nicht Pavel ist, dann schuldet Pavel x Geld’.
Endlich können wir dann den Satz in der LEO symbolisieren,
nämlich als ‘∀x(¬x = p → S (p, x))’.

Dieser Satz beinhaltet den Ausdruck ‘¬x = p’. Das mag zwar
komisch aussehen, da das Symbol, welches der Negation ‘¬’ folgt,
eine Variable und kein Prädikat ist, aber das ist kein Problem.
Hier verneinen wir den ganzen Ausdruck ‘x = p’.

Zusätzlich zu Sätzen, die Worte wie ‘anders’, ‘außer’ usw. ver-
wenden, wird das Identitätssymbol uns beim Symbolisieren von
Sätzen, die Worte wie ‘neben’ oder ‘nur’ beinhalten. Hier sind
ein paar Beispiele:
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5. Niemand neben Pavel schuldet Hikaru Geld.
6. Nur Pavel schuldet Hikaru Geld.

Satz 5 kann als ‘Niemand, der nicht Pavel ist, schuldet Hikaru
Geld’. Sagen wir, dass ‘h’ auf Hikaru verweist. Dann kann der
Satz als ‘¬∃x(¬x = p ∧ S (x,h))’ symbolisiert werden. Gleichfalls
kann der Satz 5 als ‘für jedes x , wenn x Hikaru Geld schuldet,
dann ist x Pavel’. Dann kann er als ‘∀x(S (x,h) → x = p)’ symbo-
lisiert werden.

Satz 6 kann auf ähnliche Weise behandelt werden, aber hier
gilt es eine Feinheit zu beachten. Haben Satz 5 und Satz 6 zur
Folge, dass Pavel Hikaru Geld schuldet?

25.1 Es gibt zumindest . . .

Wir können das Identitätsprädikat auch nutzen, um zu sagen, wie
viele Objekte einer Art es gibt. Betrachten Sie beispielsweise die
folgenden Sätze:

7. Es gibt zumindest einen Apfel.
8. Es gibt zumindest zwei Äpfel.
9. Es gibt zumindest drei Äpfel.

Wir nutzen den folgenden Symbolisierungsschlüssel:

A(x): x ist ein Apfel.

Für Satz 7 brauchen wir die Identität nicht. Er kann als ‘∃x A(x)’
symbolisiert werden.

Es ist verlockend, auch 8 ohne Identität zu symbolisieren.
Aber betrachten Sie den Satz ‘∃x∃y(A(x) ∧A(y))’. Das besagt un-
gefähr, dass es zumindest einen Apfel x in der Domäne gibt und
zumindest einen Apfel y . Da aber nichts ausschließt, dass dies
dieselben Äpfel sind, wäre dies wahr, selbst wenn es nur einen
Apfel gäbe. Um sicherzustellen, dass wir von verschiedenen Äpfeln
sprechen, brauchen wir das Identitätsprädikat. Satz 8 muss aussa-
gen, dass die zwei Äpfel, die es zumindest gibt, nicht miteinander
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identisch sind. Also kann der Satz als ‘∃x∃y((A(x) ∧A(y)) ∧ ¬x =
y)’ symbolisiert werden.

Satz 9 bedingt, dass wir von drei verschiedenen Äpfeln spre-
chen. Daher brauchen wir nun drei Existenzquantoren und müs-
sen sicherstellen, dass diese jeweils von verschiedenen Äpfeln
handeln:

∃x∃y∃z [((A(x) ∧ A(y)) ∧ A(z )) ∧ ((¬x = y ∧ ¬y = z ) ∧ ¬x = z )].

Beachten Sie, dass es nicht ausreicht, ‘¬x = y ∧¬y = z ’ zu nutzen,
um zu symbolisieren, dass x , y und z alle voneinander verschie-
den sind. Denn unser Vorschlag wäre wahr, wenn x und y zwar
verschieden sind, aber gilt, dass x = z . Allgemein gesprochen: um
zu sagen, dass x1, . . . , xn alle voneinander verschieden sind, brau-
chen wir eine Konjunktion ¬xi = x j für jedes bis auf Reihenfolge
verschiedene Paar i und j .

25.2 Es gibt höchstens . . .

Wenden wir uns nun diesen Sätzen zu:

10. Es gibt höchstens einen Apfel.
11. Es gibt höchstens zwei Äpfel.

Satz 10 kann als ‘Es ist nicht der Fall, dass es zumindest zwei
Äpfel gibt’. Das ist einfach die Negation von Satz 8:

¬∃x∃y[(A(x) ∧ A(y)) ∧ ¬x = y]

Aber Satz 10 können wir auch anders symbolisieren. Der Satz
bedeutet, dass Sie, wenn Sie ein Objekt auswählen, das ein Apfel
ist, und dann ein weiteres Objekt auswählen, das auch ein Apfel
ist, zweimal das gleiche Objekt ausgewählt haben. Wenn wir dies
beachten, können wir unseren Satz auch als

∀x∀y [(A(x) ∧ A(y)) → x = y
]

symbolisieren. Wie wir sehen werden, sind unsere zwei Symboli-
sierungen äquivalent.
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Ähnlicherweise kann auch Satz 11 auf zwei Weisen behandelt
werden. Er kann als ‘Es ist nicht der Fall, dass es zumindest drei
Äpfel gibt’. Daher können wir:

¬∃x∃y∃z [((A(x) ∧ A(y)) ∧ A(z )) ∧ ((¬x = y ∧ ¬x = z ) ∧ ¬y = z )
]

anbieten. Andererseits können wir den Satz auch so verstehen,
dass er sagt, dass Sie, wenn Sie drei Äpfel auswählen, zumindest
einen Apfel mehrmals ausgewählt haben. Das ergibt dann:

∀x∀y∀z [((A(x) ∧ A(y)) ∧ A(z )) → ((x = y ∨ x = z ) ∨ y = z )
]

25.3 Es gibt genau . . .

Als letztes schauen wir uns genau benannte Mengen an:

12. Es gibt genau einen Apfel.
13. Es gibt genau zwei Äpfel.
14. Es gibt genau drei Äpfel.

Satz 12 kann als ‘Es gibt zumindest und höchstens einen Apfel’
umschrieben werden. Das ist einfach nur die Konjunktion der
Sätze 7 und 10. Also erhalten wir:

∃xA(x) ∧ ∀x∀y [(A(x) ∧ A(y)) → x = y
]

Aber es ist vielleicht einfacher, Satz 12 als ‘Etwas, x , ist ein Apfel
und alles, was ein Apfel ist, ist einfach nur x ’. So umschrieben,
symbolisieren wir Satz 12 als:

∃x [A(x) ∧ ∀y(A(y) → x = y)
]

Ähnlicherweise kann Satz 13 als ‘Es gibt zumindest und höch-
stens zwei Äpfel’. Als könnten wir die folgende Symbolisierung
anbieten:

∃x∃y((A(x) ∧ A(y)) ∧ ¬x = y) ∧
∀x∀y∀z [((A(x) ∧ A(y)) ∧ A(z )) → ((x = y ∨ x = z ) ∨ y = z )

]
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Effizienter ist es allerdings, wenn wir den Satz als ‘Es gibt zu-
mindest zwei Äpfel und jeder Apfel ist einer dieser zwei Äpfel’
symbolisieren. Daraus ergibt sich dann:

∃x∃y [((A(x) ∧ A(y)) ∧ ¬x = y) ∧ ∀z (A(z ) → (x = z ∨ y = z ))
]

Zuletzt betrachten Sie zwei weitere Sätze:

15. Es gibt genau zwei Dinge.
16. Es gibt genau zwei Objekte.

Hier ist es verlockend, ein Prädikat zu unserem Symbolisierungs-
schlüssel hinzuzufügen, um die deutschen Prädikate ‘ ist
ein Ding’ oder ‘ ist ein Objekt’ zu symbolisieren, aber das
ist nicht notwendig. Worte wie ‘Ding’ und ‘Objekt’ trennen die
Spreu nicht vom Weizen: sie treffen nichtssagenderweise auf alles
in unserer Domäne zu. Also können wir auf zwei Weisen symbo-
lisieren:

∃x∃y¬x = y ∧ ¬∃x∃y∃z ((¬x = y ∧ ¬y = z ) ∧ ¬x = z )
∃x∃y [¬x = y ∧ ∀z (x = z ∨ y = z )]

Übungen

A. Erklären Sie, wieso

• ‘∃x∀y(A(y) ↔ x = y)’ eine gute Symbolisierung von ‘Es
gibt genau einen Apfel’ ist.

• ‘∃x∃y [¬x = y ∧ ∀z (A(z ) ↔ (x = z ∨ y = z ))
]
’ eine gute

Symbolisierung von ‘Es gibt genau zwei Äpfel’ ist.
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Sätze der LEO

Wir wissen nun wie wir deutsche Sätze in der LEO symbolisieren
können. Nun definieren wir, was den ein Satz der LEO eigentlich
ist.

26.1 Ausdrücke

Es gibt sechs verschiedene Arten von Symbolen in der LEO:

Prädikate A,B,C, . . . ,Z oder mit Subskripten, falls nötig:
A1,B1,Z1,A2,A25, J375, . . .

Namen a, b, c, . . . , r oder mit Subskripten, falls nötig
a1, b224,h7,m32, . . .

Variablen s, t,u,v,w, x, y, z oder mit Subskripten, falls notwen-
dig x1, y1, z1, x2, . . .

Junktoren ¬,∧,∨,→,↔

Klammern ( , )

Quantoren ∀,∃
Wir definieren einen ausdruck der leo als eine beliebige Reihe
von Symbolen der LEO. Welche Symbole auch immer Sie auf-
schreiben, in welcher Anordnung auch immer, Sie kriegen einen
Ausdruck der LEO heraus.

246
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26.2 Terme und Formeln

In §6, gingen wir direkt von der Auflistung des Vokabulars der
WFL zur Definition eines Satzes der WFL über. In der LEO, müs-
sen wir einen Zwischenschritt tätigen: nämlich via den Begriff
einer formel. Die Idee ist, dass eine Formel ein Satz ist oder
ein Ausdruck, aus dem wir einen Satz bilden können, indem wir
einen Quantor vorne anstellen. Lasst uns diese Idee etwas erläu-
tern.

Wir beginnen, indem wir den Begriff eines Terms definieren:

Ein term ist ein beliebiger Name oder eine beliebige Va-
riable.

Hier sind also ein paar Terme:

a, b, x, x1x2, y, y254, z

Nun definieren wir den Begriff einer atomaren Formel:

1. Jeder Satzbuchstabe ist eine atomare Formel.

2. Wenn R ein n-stelliges Prädikat ist und t1, t2, . . . , tn
Terme sind, dann ist R(t1, t2, . . . , tn) eine atomare
Formel.

3. Wenn t1 und t2 Terme sind, dann ist t1 = t2 eine
atomare Formel.

4. Nichts anderes ist eine atomare Formel.

Da wir Satzbuchstaben auch als atomare Formeln zählen, gilt
jeder Satz der WFL als eine Formel der LEO (auch wenn manche
natürlich keine atomaren Formeln sind).

Das Verwenden der kalligraphischen Lettern folgt den Kon-
ventionen in §8. ‘R’ ist also kein Prädikat der LEO. Stattdessen
ist es ein Symbol unserer Metasprache (erweitertes Deutsch), das
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wir verwenden, um über beliebige Prädikate der LEO zu spre-
chen. Ähnlicherweise ist ‘t1’ kein Term der LEO, sondern ein
Symbol der Metasprache, das wir nutzen, um über beliebige Ter-
me der LEO zu sprechen.

Wenn wir uns ‘F ’ als ein einstelliges Prädikat, ‘G ’ ein dreistel-
liges und ‘S ’ ein sechsstelliges Prädikat vorstellen, dann sind die
folgenden Ausdrücke atomare Formeln der LEO:

D F (a)
x = a G (x, a, y)
a = b G (a, a, a)
F (x) S (x1, x2, a, b, y, x1)

Nun, da wir wissen was atomare Formeln sind, können wir Klau-
seln anbieten, um beliebige Formeln zu definieren. Die ersten
paar Bedingungen sind fast die gleichen wie die für die WFL.
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1. Jede atomare Formel ist eine Formel.

2. Wenn A eine Formel ist, dann ist ¬A eine Formel.

3. Wenn Aund B Formeln sind, dann ist (A∧B) eine
Formel.

4. Wenn Aund B Formeln sind, dann ist (A∨B) eine
Formel.

5. Wenn A und B Formeln sind, dann ist (A → B)
eine Formel.

6. Wenn A und B Formeln sind, dann ist (A ↔ B)
eine Formel.

7. Wenn A eine Formel ist und x eine Variable, dann
ist ∀xA eine Formel.

8. Wenn A eine Formel ist und x eine Variable, dann
ist ∃xA eine Formel.

9. Nichts anderes ist eine Formel.

Wenn wir uns ‘F ’ wieder als einstelliges, ‘G ’ als dreistelliges
und ‘S ’ als sechsstelliges Prädikat vorstellen, sind hier ein paar
Formeln, die wir mit unserer Definition bauen können:

F (x)
G (a, y, z )
S (y, z, y, a, y, x)

(G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x))
∀z (G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x))

F (x) ∧ ∀z (G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x))
∃y(F (x) ∧ ∀z (G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x)))

∀x∃y(F (x) ∧ ∀z (G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x)))
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Nun definieren wir den Geltungsbereich eines logischen Ope-
rators (Quantors oder Junktors). Hier folgen wir der Definition
der WFL:

Der hauptoperator in einer Formel ist der Operator,
der bei der Konstruktion dieser Formel als Letzter genutzt
wurde. Der geltungsbereich eines Operators in einer

Formel ist jene Teilformel, für den dieser Operator der
Hauptoperator ist.

Damit wir können wir den Geltungsbereich der Quantoren
im vorhergehenden Beispiel wie folgt darstellen:

Geltungsbereich von ‘∀x ’︷                                                           ︸︸                                                           ︷
∀x

Geltungsbereich von ‘∃y ’︷                                                      ︸︸                                                      ︷
∃y(F (x) ↔

Geltungsbereich von ‘∀z ’︷                                     ︸︸                                     ︷
∀z (G (a, y, z ) → S (y, z, y, a, y, x)))

26.3 Sätze und ungebundene Variablen

In der Logik beschäftigen wir uns normalerweise mit Sätzen, die
wahr oder falsch sein können. Aber viele Formeln sind keine Sät-
ze. Betrachten wir hierzu den folgenden Symbolisierungsschlüs-
sel:

Domäne: Personen
L(x, y): x liebt y

b : Boris

Die atomare Formel ‘L(z, z )’ ist eine Formel, da alle atomaren
Formeln Formeln sind. Aber kann sie wahr oder falsch sein? Sie
denken sich vielleicht, dass sie wahr ist, wenn die Person, die
‘z ’ genannt wird, sich selbst liebt, genau so wie ‘L(b, b)’ wahr ist
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genau dann, wenn Boris (die Person auf die ‘b ’ verweist) sich
selbst liebst. Allerdings ist ‘z ’ eine Variable und benennt kein Objekt.

Wenn wir der Formel einen Existenzquantor voranstellen,
um ‘∃zL(z, z )’ zu erhalten, dann wäre dies natürlich wahr genau
dann, wenn jemand sich selbst liebt. Gleichfalls gilt: wenn wir der
Formal einen Universalquantor voranstellen, um ‘∀zL(z, z )’ zu er-
halten, dann wäre dies natürlich wahr genau dann, wenn alle sich
selbst lieben. Der Punkt hier ist, dass wir eine Quantor brauchen,
damit unsere Formel bestimmte Wahrheitsbedingungen hat.

Lasst uns diese Idee etwas präziser benennen.

Ein Vorkommnis einer Variable x ist gebunden genau
dann, wenn sie im Geltungsbereich von ∀x oder ∃x liegt.
Ein Vorkommnis einer Variable, das nicht gebunden ist,
nennen wir ungebunden oder frei.

Betrachten wir die folgende Formel als ein Beispiel:

(∀x(E(x) ∨D(y)) → ∃z (E(x) → L(z, x)))

Der Geltungsbereich des Universalquantors ‘∀x ’ ist ‘∀x(E(x) ∨
D(y))’. Also ist das erste ‘x ’ vom Universalquantor gebunden. Die
zweiten und dritten Vorkommnisse von ‘x ’ hingegen sind unge-
bunden. Gleichfalls ist auch ‘y ’ ungebunden. Der Geltungsbereich
des Existenzquantors ‘∃z ’ ist schließlich ‘(E(x) → L(z, x))’. Also
ist ‘z ’ gebunden.

Zuletzt können wir das Folgende zu Sätzen der LEO sagen:

Ein satz der LEO ist eine Formel der LEO, welcher keine
ungebundene Variable beinhaltet.

26.4 Klammerkonventionen

Wir werden die gleichen Klammerkonventionen annehmen wie
für die WFL (vgl. §6 und §11.3.) Erstens können wir die äußersten
Klammern einer Formel weglassen. Zweitens können wir eckige
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Klammern, ‘[’ und ‘]’, anstatt runder Klammern nutzen, um die
Lesbarkeit von Formeln zu verbessern.

Sätze der LEO können recht umständlich werden, wie wir
bereits gesehen haben. Daher führen wir auch Konventionen für
Konjunktionen und Disjunktionen von mehr als zwei Sätzen ein.
Wir legen fest, dass A1 ∧A2 ∧ · · · ∧An und A1 ∨A2 ∨ · · · ∨An wie
folgt zu verstehen sind:

(. . . (A1 ∧ A2) ∧ · · · ∧ An)
(. . . (A1 ∨ A2) ∨ · · · ∨ An)

In der Praxis bedeutet dies, dass Sie bei langen Konjunktionen
und Disjunktionen Klammern weglassen dürfen. Aber denken Sie
daran, dass Sie (sofern es sich nicht um die äußersten Klammern
des Satzes handelt) immer noch die gesamte Konjunktion oder
Disjunktion in Klammern einschließen müssen. Außerdem dür-
fen Sie Konjunktionen und Disjunktionen nicht mit von sich selbst
verschiedenen Junktoren vermischen. Daher sind die folgenden
Ausdrücke nach wie vor nicht erlaubt und wären in diesem Fall
mehrdeutig:

A ∨ B ∧C ∧D
B ∨C → D

26.5 Superskript bei Prädikaten

Oben haben wir gesagt, dass ein n-stelliges Prädikat, gefolgt von
n Termen, eine atomare Formel ist. Diese Definition hat jedoch
ein kleines Problem: Die Symbole, die wir für Prädikate verwen-
den, geben nicht an, wie viele Stellen ein Prädikat hat. An einigen
Stellen in diesem Buch haben wir den Buchstaben ‘G ’ als einstelli-
ges Prädikat verwendet; an anderen Stellen aber als dreistelliges.
Wenn wir also nicht explizit angeben, ob wir ‘G ’ als einstelliges
oder dreistelliges Prädikat verwenden, ist es unbestimmt, ob ‘G (a)’
eine atomare Formel ist.

Es gibt einen einfachen Weg, dies zu vermeiden, den viele
Lehrbücher gehen. Anstatt zu sagen, dass unsere Prädikate nur
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Großbuchstaben sind (gegebenenfalls mit numerischen Subskrip-
ten), könnten wir sagen, dass sie Großbuchstaben mit numerischen
Superskripten sind (gegebenenfalls mit numerischen Subskripten).
Der Zweck der Superskripte wäre, explizit anzuzeigen, wie viele
Stellen ein Prädikat hat. Bei diesem Ansatz wäre ‘G 1’ ein einstel-
liges Prädikat und ‘G 3’ ein (völlig anderes) dreistelliges Prädi-
kat. Sie müssten in jedem Symbolisierungsschlüssel unterschied-
liche Einträge haben. ‘G 1(a)’ wäre eine atomare Formel, während
‘G 3(a)’ keine atomare Formel wäre. Ebenso wäre ‘G 3(a, b, c )’ eine
atomare Formel, im Gegensatz zu ‘G 1(a, b, c )’.

Wir könnten also all unseren Prädikaten mit Superskripten
ausstatten. Dies hätte den Vorteil, dass bestimmte Dinge expli-
zit angezeigt würden. Es hätte jedoch auch den Nachteil, dass
unsere Formeln viel schwieriger zu lesen wären; die Superskripte
würden uns ablenken. Wir werden uns also nicht die Mühe ma-
chen, diese Änderung vorzunehmen. Unsere Prädikate schreiben
wir ohne Superskripte auf.

Diese Konvention lässt manchmal Mehrdeutigkeit zu. Wenn
eine solche Mehrdeutigkeit auftaucht–in der Praxis sehr selten–
sollten Sie daher explizit sagen, wie viele Stellen Ihr(e) Prädi-
kat(e) haben.

Übungen

A. Bestimmen Sie, welche Variablen gebunden und welche un-
gebunden sind.

1. ∃x L(x, y) ∧ ∀y L(y, x)
2. ∀x A(x) ∧ B(x)
3. ∀x(A(x) ∧ B(x)) ∧ ∀y(C (x) ∧D(y))
4. ∀x∃y[R(x, y) → ( J (z ) ∧ K (x))] ∨R(y, x)
5. ∀x1(M (x2) ↔ L(x2, x1)) ∧ ∃x2 L(x3, x2)
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Bestimmte
Beschreibungen

Betrachten Sie die folgenden Sätze:

1. Nick ist der Verräter.
2. Der Verräter ging nach Herde.
3. Der Verräter ist der Stellvertreter.

Hier haben wir einige bestimmte Beschreibungen: sie sollen ein ein-
deutiges Objekt benennen. Sie sind von unbestimmten Beschreibun-
gen, z.B. ‘Nick ist ein Verräter’, zu unterscheiden. Ebenfalls sind
sie von generischen Aussagen, beispielsweise ‘Der Wal ist ein Säuge-
tier’, zu unterscheiden (hier ist es unangebracht zu fragen, welcher
Wal gemeint ist). Die Frage die sich uns stellt ist: wie sollen wir
bestimmte Beschreibungen in der LEO behandeln?

27.1 Bestimmte Beschreibungen als Terme

Eine Möglichkeit wäre, neue Namen einzuführen, sobald wir auf
bestimmte Beschreibungen stoßen. Aber das ist wahrscheinlich
keine gute Idee. Wir wissen, dass der Verräter–wer auch immer
es ist–in der Tat ein Verräter ist. Wir wollen diese Information in
unserer Symbolisierung bewahren. Ein neuer Name tut das aber
nicht.

Eine zweite Möglichkeit wäre, einen Operator für bestimmte
Beschreibungen einzuführen: ‘ ι’. Die Idee wäre nun, ‘der/die/das

254
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F ’ als ‘ ιx F (x)’ (gelesen als: ‘das x für das gilt: F (x)’). Ausdrücke
der Form ιxA(x) würden sich dann so verhalten wie Namen.
Für die obigen Sätze könnten wir nun den folgenden Symbolisie-
rungsschlüssel verwenden:

Domäne: Personen
V (x): x ist ein Verräter
S (x): x ist ein Stellvertreter
H (x): x ging nach Herde

n: Nick

Nun könnten wir 1 als ‘n = ιxV (x)’, 2 als ‘H ( ιxV (x))’ und 3 als
‘ ιxV (x) = ιx S (x)’ symbolisieren.

Aber es wäre schön, wenn wir kein weiteres Symbol zur LEO
hinzufügen müssten. Lasst uns ausprobieren, ob wir mit den
schon vorhandenen Ressourcen auskommen.

27.2 Russells Analyse

Bertrand Russell entwickelte eine Analyse der bestimmten
Beschreibungen. Kurz gesagt bemerkte er, dass, wenn wir
‘der/die/das F ’ in einer bestimmten Beschreibung verwenden,
darauf abzielen auf das (in einem bestimmten Kontext) einzige
Objekt, das F ist, zu verweisen. Russel analysiert bestimmte Be-
schreibungen also wie folgt:1

der/die/das F ist G genau dann, wenn es gibt zumindest ein F und

es gibt höchstens ein F und

jedes F ist G

Eine wichtige Eigenschaft dieser Analsye ist, das der bestimmte
Artikel nicht auf der rechten Seite des Bikonditionals vorkommt.
Russell versucht uns ein Verständnis für bestimmte Beschreibun-
gen zur Hand zu reichen, welches dieses nicht schon voraussetzt.

1Bertrand Russell, ‘On Denoting’, 1905, Mind 14, pp. 479–93; also Russell,
Introduction to Mathematical Philosophy, 1919, London: Allen and Unwin, ch. 16.
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Nun könnte man befürchten, dass wir sagen können, ‘der
Tisch ist braun’, ohne anzudeuten, dass es im Universum nur ei-
nen einzigen Tisch gibt. Aber dies ist (noch) kein Gegenbeispiel
zu Russells Analyse. Die Domäne wird wahrscheinlich durch den
Kontext beschränkt sein (z.B. auf relevante Objekte in meiner
Umgebung).

Wenn wir Russells Analyse der bestimmten Beschreibungen
akzeptieren, dann können wir Sätze der Form ‘der/die/das F ist
G ’ mittels unserer LEO-Werkzeuge zur Beschreibung von Men-
gen symbolisieren. Die drei Konjunkte auf der rechten Seite von
Russells Analyse können wir wie folgt symbolisieren:

∃xF (x) ∧ ∀x∀y((F (x) ∧ F (y)) → x = y) ∧ ∀x(F (x) → G (x))
Tatsächlich könnten wir denselben Punkt sogar knackiger aus-
drücken, indem wir erkennen, dass die ersten beiden Konjunktio-
nen gerade auf die Behauptung hinauslaufen, dass es genau ein
F gibt, und erkennen, dass die letzte Konjunktion uns sagt, dass
genau dieses ObjektG ist. Äquivalent könnten wir also anbieten:

∃x [(F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y)) ∧G (x)
]

Mithilfe dieser Werkzeuge können wir nun Sätze 1–3 ohne einen
neuen Operator, wie ‘ ι’, symbolisieren.

Satz 1 würden wir so symbolisieren:

∃x [V (x) ∧ ∀y(V (y) → x = y) ∧ x = n
]
.

Satz 2 ist ebenfalls unproblematisch:

∃x [T (x) ∧ ∀y(T (y) → x = y) ∧C (x)
]
.

Satz 3 ist etwas komplizierter, weil er zwei bestimmte Be-
schreibungen verkoppelt. Aber, wenn wir Russells Analyse nut-
zen, können wir ihn als ‘Es gibt genau einen Verräter, x , und
genau einen Stellvertreter, y , und x = y ’ umschreiben. Und dann
können wir den Satz wie folgt symbolisieren:

∃x∃y ( [T (x) ∧ ∀z (T (z ) → x = z )
]
∧[

D(y) ∧ ∀z (D(z ) → y = z )
]
∧ x = y

)
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Beachte hier, dass die Formel ‘x = y ’ im Geltungsbereich beider
Quantoren liegen muss!

27.3 Leere bestimmte Beschreibungen

Eines der guten Merkmale von Russells Analyse ist, dass sie uns
erlaubt, mit leeren bestimmten Beschreibungen umzugehen.

Frankreich hat zur Zeit keinen König. Wenn wir nun einen
Namen, ‘k ’, einführen würden, um den gegenwärtigen König von
Frankreich zu benennen, dann würde alles schief gehen. Denken
Sie an §22: Ein Name muss immer irgendein Objekt in der Domä-
ne herausgreifen und was immer wir als unsere Domäne wählen,
es wird kein Objekt enthalten, das derzeit König Frankreichs ist.

Russells Analyse vermeidet dieses Problem. Russell sagt uns,
dass wir bestimmte Beschreibungen mit Prädikaten und Quantifi-
katoren anstelle von Namen behandeln sollen. Da Prädikate leer
sein können (siehe §23), bedeutet dies, dass jetzt keine Schwierig-
keiten auftreten, wenn die bestimmte Beschreibung leer ist–d.h.
wenn die Beschreibung auf kein Objekt in der Domäne zutrifft.

Russells Analyse zeigt in der Tat zwei Möglichkeiten auf, wie
eine Verwendung einer bestimmten Beschreibung schief gehen
kann. Hier ist ein Beispiel inspiriert von Stephen Neale (1990),2

Nehmen Sie an, dass Alex sagt, dass

4. Ich date den derzeitigen König Frankreichs.

Wir nutzen den folgenden Symbolisierungsschlüssel:

a: Alex
K (x): x ist ein derzeitiger König Frankreichs

D(x, y): x datet y

(Der Symbolisierungsschlüssel spricht von einem derzeitigen Kö-
nig Frankreichs, nicht dem derzeitigen König Frankreichs; d.h. er
nutzt eine unbestimmte Beschreibung.) Satz 4 symbolisieren wir

2Neale, Descriptions, 1990, Cambridge: MIT Press.
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nun als ‘∃x [(K (x) ∧ ∀y(K (y) → x = y)) ∧ D(a, x)
]
’. Dieser Satz

kann auf mindestens zwei Arten falsch sein:

5. Es gibt niemanden, der sowohl derzeitiger König Frank-
reichs ist und von dem gilt, das Alex ihn datet.

6. Es gibt genau einen derzeitigen König Frankreichs, aber
Alex datet ihn nicht

Satz 5 können wir als ‘Es ist nicht der Fall, dass: der der-
zeitige König Frankreichs und Alex daten’. Er wird dann als
‘¬∃x [(K (x) ∧ ∀y(K (y) → x = y)) ∧ D(a, x)

]
’ symbolisiert. Wir

nennen dies die äußere Negation, da der Geltungsbereich der Ne-
gation, der ganze Satz ist. Dieser Satz ist wahr, wenn es keinen
derzeitigen König Frankreichs gibt.

Satz 6 können wir als ‘∃x [(K (x) ∧ ∀y(K (y) → x = y)) ∧
¬D(a, x)

]
’ symbolisieren. Wir nennen dies die innere Negation,

weil die Negation im Geltungsbereich der bestimmten Beschrei-
bung liegt. Dieser Satz ist wahr genau dann, wenn es einen der-
zeitigen König Frankreichs gibt, der aber nicht mit Alex datet.

27.4 Possessive, ‘beide’, ‘keines von beiden’

Wir können Russells Analyse bestimmter Beschreibungen auch
verwenden, um singuläre Possessive im Deutschen zu symbolisie-
ren. Zum Beispiel bedeutet ‘Schmidts Mörder’ so etwas wie ‘die
Person, die Schmidt ermordet hat’, d.h. es handelt sich um ei-
ne “getarnte” bestimmte Beschreibung. In Russells Analyse kann
der Satz

7. Schmidts Mörder ist verrückt.

auf drei Weisen falsch sein. Er kann falsch sein, weil die einzi-
ge Person, die Schmidt ermordet hat, gar nicht verrückt ist. Er
kann aber auch falsch sein, wenn die bestimmte Beschreibung
leer ist, nämlich wenn entweder niemand Schmidt ermordet hat
(z.B. wenn Schmitt einem Autounfall erlag) oder wenn mehr als
eine Person Schmidt ermordet hat.
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Um Sätze zu symbolisieren, die singuläre Possessive enthal-
ten, wie z.B. ‘Schmidts Mörder’, sollten Sie diese Sätze zunächst
mit einer expliziten, bestimmten Beschreibung paraphrasieren,
z.B. ‘Die Person, die Schmidt ermordet hat, ist verrückt’, und sie
dann laut Russells Analyse symbolisieren. In unserem Fall wür-
den wir den folgenden Symbolisierungsschlüssel verwenden:

Domne : Personen
V (x): x ist verrückt

M (x, y): x hat y ermordet
s : Schmidt

Nun erhalten wir die folgende Symbolisierung: ‘∃x [M (x, s ) ∧
∀y(M (y, s ) → x = y) ∧V (x)

]
’.

Russells Analyse können wir auch auf ‘beide’ und ‘keine/r von
beiden’ anwenden. ‘Beide F s sind G ’ besagt, dass es genau zwei
F s gibt und jedes dieser Objekte ist G . ‘Keines von beiden F s ist
G ’ besagt, dass es genau zwei F s und keines dieser Objekte ist
G . In der LEO schauen die Symbolisierungen dann so aus:

∃x∃y [F (x) ∧ F (y) ∧ ¬x = y ∧
∀z (F (z ) → (x = z ∨ y = z )) ∧G (x) ∧G (y)

]
∃x∃y [F (x) ∧ F (y) ∧ ¬x = y ∧

∀z (F (z ) → (x = z ∨ y = z )) ∧ ¬G (x) ∧ ¬G (y)
]

Vergleichen Sie diese Symbolisierungen mit unseren Symbolisie-
rungen für ‘Genau zwei F s sind G s’ aus Abschnitt 25.3, d.h. un-
sere Symbolisierungen von ‘Es gibt genau zwei Dinge, die sowohl
F und G sind’:

∃x∃y [(F (x) ∧G (x)) ∧ (F (y) ∧G (y)) ∧ ¬x = y ∧
∀z ((F (z ) ∧G (z )) → (x = z ∨ y = z ))

]
Der Unterschied zwischen diesen Symbolisierungen und der von
‘beide F s sind G s’ liegt im Antezedens des Konditionals. Für
‘genau zwei F sind G ’ verlangen wir nur, dass es keine F s gibt,
die auchG s sind, außer x und y . Im Gegensatz dazu bedingt ‘beide
F s sind G ’, dass es, neben x und y , keine anderen F s gibt, ob sie
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G s sind oder nicht. Mit anderen Worten, ‘beide F s sind G ’ hat
zur Folge, dass genau zwei F sG s sind. Allerdings hat ‘genau zwei
F s sind G ’ nicht zur Folge, dass beide F s G sind (es könnte ein
drittes F geben, das nicht G ist).

27.5 Ist Russells Analyse adäquat?

Wie gut ist Russells Analyse bestimmter Beschreibungen? Diese
Frage wird in einer umfangreichen philosophische Literatur be-
handelt; hier werden wir uns auf zwei Beobachtungen beschrän-
ken.

Die eine Sorge konzentriert sich auf Russells Analyse leerer
bestimmter Beschreibungen. Wenn es kein F gibt, dann sind nach
Russells Analyse sowohl ‘das F ist G ’ als auch ‘das F ist kein G ’
falsch. P.F. Strawson hingegen schlug vor, dass solche Sätze nicht
als falsch angesehen werden sollten, sondern dass eine ihrer Vor-
aussetzungen fehlschlägt und sie daher als weder wahr noch falsch
behandelt werden sollten.3

Wenn wir hier mit Strawson übereinstimmen, müssen wir un-
sere Logik abändern. Denn in unserer Logik gibt es nur zwei
Wahrheitswerte ("wahründ falsch") und jedem Satz ist genau ei-
ner dieser Wahrheitswerte zugeordnet.

Aber es gibt Gründe, Strawsons Sorge abzulehnen. Strawson
appelliert an unsere sprachlichen Intuitionen, aber es ist nicht
klar, ob sie sehr robust sind. Zum Beispiel: Ist es nicht einfach
nur falsch, dass Alex den gegenwärtigen König von Frankreich
datet, wenn es gegenwärtig keinen König von Frankreich gibt?

Keith Donnellan äußerte eine zweite Sorge, die wir (sehr
grob) nachvollziehen können, wenn wir einen Fall einer Identi-
tätsverwechslung betrachten.4 Zwei Männer stehen in der Ecke:
ein sehr großer Mann, der etwas trinkt, das wie ein Martini aus-

3P.F. Strawson, ‘On Referring’, 1950, Mind 59, pp. 320–34.
4Keith Donnellan, ‘Reference and Definite Descriptions’, 1966, Philosophi-

cal Review 77, pp. 281–304.
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sieht, und ein sehr kleiner Mann, der etwas trinkt, das wie ein
Glas Wasser aussieht. Als er sie sieht, sagt Malika:

8. Der Martinitrinker ist sehr groß!

Laut Russells Analyse symbolisieren wir diesen Satz wie folgt:

8′. Es gibt genau einen Martinitrinker [in der Ecke] und alle
Martinitrinker [in der Ecke] sind sehr groß.

Nehmen wir nun an, dass der sehr große Mann tatsächlichWasser
aus seinem Martini-Glas trinkt, während der sehr kleine Mann
Martini aus seinem Wasserglas trinkt. Nach Russells Analyse hat
Malika etwas Falsches gesagt, aber wollen wir nicht sagen, dass
Malika etwas Wahres gesagt hat?

Wieder könnte man sich fragen, wie klar unsere Intuitionen zu
diesem Fall sind. Wir sind uns alle einig, dass Malika die Absicht
hatte, einen bestimmten Mann zu benennen und etwas Wahres
über ihn zu sagen (dass er sehr groß ist). Nach Russells Analy-
se benannte sie tatsächlich einen anderen Mann (den kleinen)
und sagte folglich etwas Falsches über ihn aus. Aber vielleicht
brauchen die Befürworter von Russells Analyse nur zu erklären,
warum Malika ihre Absicht nicht in die Tat umsetzen konnte,
weshalb sie also etwas Falsches gesagt hat. Diese Aufgabe ist aber
einfach erledigt: Malika sagte etwas Falsches aus, weil sie falsche
Überzeugungen über die Getränke der Männer hatte; wenn diese
Überzeugungen wahr gewesen wären, dann hätte sie auch etwas
Wahres ausgesagt.5

Hier noch viel mehr zu sagen würde uns in tiefe philosophi-
sche Gewässer führen. Das wäre nicht schlecht, aber es würde
uns von unserem unmittelbaren Ziel ablenken, die formale Logik
zu erlernen. Deshalb beharren wir erst einmal auf Russells Ana-
lyse bestimmter Beschreibungen, wenn es darum geht, Sätze in

5Bei weitergehendem Interesse dazu empfehle ich Saul Kripke, ‘Speaker
Reference and Semantic Reference’, 1977, in French et al (eds.), Contemporary
Perspectives in the Philosophy of Language, Minneapolis: University of Minnesota
Press, pp. 6-27.
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der LEO zu symbolisieren. Sie ist das Beste, was wir anbieten
können, ohne unsere Logik wesentlich abzuändern, und ist als
Analyse durchaus vertretbar.

Übungen

A. Anhand des folgenden Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Personen
K (x): x kennt den Code.
S (x): x ist ein Spion.
V (x): x ist Vegetarier.

T (x, y): x traut y .
h: Hofthor
i : Ingmar

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Hofthor traut einem Vegetarier.
2. Alle, die Ingmar trauen, trauen einem Vegetarier.
3. Alle, die Ingmar trauen, trauen jemandem, der einem Ve-

getarier traut.
4. Nur Ingmar kennt den Code.
5. Ingmar traut Hofthor, aber niemandem sonst.
6. Die Person, die den Code kennt, ist Vegetarierin.
7. Die Person, die den Code kennt, ist keine Spionin.

B. Anhand des folgenden Symbolisierungsschlüssels:

Domäne: Tiere auf der Welt
B(x): x steht in Bauer Brauns Feld.
P1(x): x ist ein Pferd.
P2(x): x ist ein Pegasus.
F (x): x hat Flügel.

symbolisieren Sie die folgenden Sätze in der LEO:

1. Es gibt zumindest drei Pferde auf der Welt.
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2. Es gibt zumindest drei Tiere auf der Welt.
3. Es steht mehr als ein Pferd in Bauer Brauns Feld.
4. Es stehen drei Pferde in Bauer Brauns Feld.
5. Es gibt genau ein Tier mit Flügeln in Bauer Brauns Feld;

alle anderen Tiere sind flügellos.
6. Der Pegasus ist ein geflügeltes Pferd.
7. Das Tier, das in Bauer Brauns Feld steht, ist kein Pferd.
8. Das Pferd, das in Bauer Brauns Feld steht, hat keine Flügel.

C. In diesem Kapitel haben wir ‘Nick ist der Verräter’ als
‘∃x(V (x) ∧ ∀y(V (y) → x = y) ∧ x = n)’ symbolisiert. Erkläre
wieso die folgenden Alternativen ebenso gute Symbolisierungen
sind:

• V (n) ∧ ∀y(V (y) → n = y)
• ∀y(V (y) ↔ y = n)



KAPITEL 28

Mehrdeutigkeit

In Kapitel 7 betonten wir, dass deutsche Sätze mehrdeutig sein
können und, dass Sätze der WFL nicht mehrdeutig sein können.

Eine wichtige Anwendung dieses Unterschieds besteht darin,
dass die strukturelle Mehrdeutigkeit deutscher Sätze oft durch
verschiedene Symbolisierungen geradegerückt werden kann. Ei-
ne häufige Quelle der Mehrdeutigkeit ist die Mehrdeutigkeit der
Geltungsbereiche von Operatoren: hier stellt der deutsche Satz
nicht klar, was im Geltungsbereich seiner Operatoren liegt. Meh-
rere Interpretationen sind daher möglich. In der LEO hingegen
hat jeder Junktor und Quantor einen genau festgelegten Geltungs-
bereich, sodass immer feststeht, ob einer von ihnen im Geltungs-
bereich eines anderen vorkommt oder nicht.

Betrachten Sie als Beispiel den folgenden Satz:

1. Nur junge Katzen sind verspielt.

Unserem bestehenden Schema nach, symbolisieren wir diesen
Satz wie folgt:

∀x(V (x) → ( J (x) ∧ K (x)))

Die Bedeutung dieses LEO Satzes ist ungefähr ‘Wenn ein Tier
verspielt ist, dann ist es eine junge Katze’. (Wir nehmen hier an,
dass die Domäne Tiere umfasst.) Aber das entspricht wahrschein-
lich nicht der Bedeutung, die wir mit 1 ausdrücken wollen. Wahr-
scheinlich wollen wir nur sagen, dass alte Katzen nicht verspielt

264
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sind. Anders ausgedrückt: wir wollen sagen, dass, wenn etwas ei-
ne Katze ist und verspielt ist, dann muss es jung sein. Das würden
wir so symbolisieren:

∀x((K (x) ∧V (x)) → J (x))

Unser Satz erlaubt auch noch eine dritte Lesart. Nehmen wir an,
wir unterhalten uns über junge Tiere und ihre Eigenschaften. Und
nehmen wir an, dass wir sagen wollen, dass unter all den jungen
Tieren nur die Katzen verspielt sind. Diese Lesart könnten wir
wie folgt symbolisieren:

∀x(( J (x) ∧V (x)) → K (x))

Die letzten beiden Lesarten können im Deutschen hervorgehoben
werden, indem die Betonung entsprechend gesetzt wird. Um z.B.
die letzte Interpretation nahezulegen, würden Sie sagen: ‘Nur jun-
ge Katzen sind verspielt’, und um die zweite Lesart zu erhalten,
würden Sie sagen: ‘Nur junge Katzen sind verspielt’. Die allerer-
ste Lesart kann hingegen durch das Betonen von sowohl ‘jungen’
als auch ‘Katzen’ nahegelegt werden: ‘Nur junge Katzen sind ver-
spielt’ (aber nicht alte Katzen oder Hunde jeden Alters).

In Kapitel 24.3 und 24.5 betonten wir, dass die Reihenfolge
der Quantoren einen Unterschied macht. Dieser Punkt ist hier
wieder relevant, weil im Deutschen die Reihenfolge der Quan-
toren nicht immer klar ist. Wenn wir sowohl Universal- als auch
Existenzquantor in einem Satz verwenden, dann kann es sein,
dass die Geltungsbereiche der Quantoren mehrdeutig sind. Be-
trachten Sie:

2. Alle sahen einen Film.

Dieser Satz ist mehrdeutig. Einer Lesart nach, bedeutet er, dass
es einen Film gab, den alle sahen. Der zweiten Lesart nach, be-
deutet der Satz, dass alle einen Film sahen, aber nicht unbedingt
den gleichen. Die zwei Lesarten können wir wie folgt symbolisie-
ren:
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∃x(F (x) ∧ ∀y(P (y) → S (y, x)))
∀y(P (y) → ∃x(F (x) ∧ S (y, x)))

Wir nehmen hier an, dass die Domäne (zumindest) Personen und
Filme beinhaltet, und, dass der Symbolisierungsschlüssel so aus-
sieht:

P (y): y ist eine Person,
F (x): x ist ein Film

S (y, x): y sah x .

In der ersten Symbolisierung hat der Existenzquantor einen wei-
ten Geltungsbereich, der Universalquantor dagegen hat einen en-
gen Geltungsbereich und liegt im Geltungsbereich des Existenz-
quantors. In der zweiten Symbolisierung läuft es umgekehrt: der
Existenzquantor hat hier einen engen und der Universalquantor
einen weiten Geltungsbereich.

In Kapitel 27 trafen wir eine weitere Mehrdeutigkeit an, die
auftritt, wenn eine bestimmte Beschreibung mit einer Negation
interagiert. Hier ist Russells eigenes Beispiel:

3. Der König Frankreichs ist nicht glatzig.

Wenn die bestimmte Beschreibung weiten Geltungsbereich hat
und wir ‘nicht’ als eine ‘innere’ Negation interpretieren, dann
interpretieren wir Satz 3 so, dass er die Existenz eines einzelnen
König Frankreichs bedingt, welcher nicht glatzig ist. Diese Lesart
symbolisieren wir als ‘∃x [K (x) ∧ ∀y(K (y) → x = y)) ∧ ¬G (x)

]
’.

Der anderen Lesart nach, negiert ‘nicht’ den ganzen Satz ‘Der
König Frankreichs ist glatzig’. Diese Lesart symbolisieren wir als
‘¬∃x [K (x)∧∀y(K (y) → x = y))∧G (x)

]
’. Im ersten Fall hat die be-

stimmte Beschreibung einen weiten Geltungsbereich, im zweiten
einen engen Geltungsbereich.
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Übungen

A. Jeder der folgenden Sätze ist mehrdeutig. Stellen Sie einen
Symbolisierungsschlüssel zur Verfügung und symbolisieren Sie
alle Lesarten.

1. Niemand mag einen Kater.
2. Holmes fand nur rotes Haar am Tatort.
3. Schmidts Mörder wurde nicht verhaftet.

B. Russel gab in seinem Artikel ‘On Denoting’, das folgende Bei-
spiel:

I have heard of a touchy owner of a yacht to whom
a guest, on first seeing it, remarked, ‘I thought your
yacht was larger than it is’; and the owner replied,
‘No, my yacht is not larger than it is’.

Erklären Sie, was hier vonstattengeht.
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KAPITEL 29

Extensionalität

Die WFL ist eine wahrheitsfunktionale Sprache. Ihre Junktoren
sind alle wahrheitsfunktional, und alles, was wir mit der WFL tun
können, ist, Sätzen bestimmte Wahrheitswerte zuzuweisen. Wir
können dies direkt tun. Zum Beispiel können wir festlegen, dass
der WFL-Satz ‘P ’ wahr ist. Alternativ können wir dies indirekt
tun, indem wir einen Symbolisierungsschlüssel anbieten:

P : Big Ben ist in London

Wie wir in §10 gesagt haben, ist ein Symbolisierungsschlüssel
nur ein Mittel, um ‘P ’s Wahrheitswert festzulegen. Der Symboli-
sierungsschlüssel besagt ungefähr:

• Der WFL Satz ‘P ’ ist wahr gdw Big Ben in London ist.

Und wir betonten in §10, dass die WFL nicht mit Bedeutungs-
unterschieden umgehen kann, die über bloße Unterschiede im
Wahrheitswert hinausgehen.

29.1 Symbolisierung und Übersetzung

Die LEO hat ähnliche Einschränkungen. Sie geht über bloße
Wahrheitswerte hinaus, da sie uns ermöglicht, Sätze in Terme,
Prädikate und Quantoren zu zerlegen. Dies lässt uns betrachten,
was auf ein bestimmtes Objekt, zumindest ein oder alle Objekten
zutrifft. Aber das ist alles.

269
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Um dies zu erklären, betrachten Sie den folgenden Symboli-
sierungsschlüssel:

D(x): x unterrichtet Logik in Dortmund

Diese Bestimmung hat nicht zur Folge, dass die Bedeutung des
deutschen Prädikats mit der des LEO-Prädikats übereinstimmt.
Wir schreiben lediglich so etwas vor wie:

• ‘D(x)’ und ‘ x unterrichtet Logik in Dortmund’ treffen
auf die gleichen Objekte zu.

Also:

• ‘D(x)’ trifft auf genau jene Objekte zu, die in Dortmund
Logik unterrichten (welche auch immer das sind).

Dies ist ein indirekter Weg, um festzulegen, auf welche Dinge ein
Prädikat zutrifft. Alternativ können wir die Objekte, auf die ein
Prädikat zutrifft, auch direkt festlegen. Zum Beispiel können wir
festlegen, dass ‘D(x)’ auf Simon Wimmer allein zutrifft. Wie es
der Zufall will, hätte diese direkte Bestimmung dasselbe Resul-
tat wie die indirekte Bestimmung, da Simon, und nur Simon,
in Dortmund Logik unterrichtet. Beachten Sie jedoch, dass die
deutschen Prädikate ‘ ist Simon Wimmer’ und ‘ lehrt
Logik in Dortmund’ sehr unterschiedliche Bedeutungen haben!

Der Punkt ist, dass die LEO keine Ressourcen für den Um-
gangmit bestimmten Bedeutungsnuancen hat. Wenn wir die LEO
interpretieren, dann denken wir nur daran, worauf die Prädikate
zutreffen, unabhängig davon, ob wir diese Objekte direkt oder
indirekt bestimmen. Die Objekte, auf die ein Prädikat zutrifft,
nennen wir die extension dieses Prädikats. Wir sagen, dass die
LEO eine extensionale Sprache ist, weil die LEO keine Bedeu-
tungsunterschiede zwischen Prädikaten mit derselben Extension
erfasst.

Daher sprechen wir vom Symbolisieren deutscher Sätze in der
LEO. Es ist fraglich, ob wir übersetzen, da eine Übersetzung die
Bedeutung (zumindest großteils) erhalten sollte.
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29.2 Extensionen

Wir können direkt festlegen, auf welche Objekte Prädikate zutref-
fen sollen. Und unsere Bestimmungen können so willkürlich sein,
wie wir wollen. Wir könnten zum Beispiel festlegen, dass ‘H (x)’
auf die folgenden, und nur die folgenden, Objekte zutrifft:

Justin Trudeau
die Zahl π

jede höchste F-Taste auf jedem Klavier

Zusätzlich zu dieser Interpretation, lasst uns den folgenden Sym-
bolisierungsschlüssel annehmen:

j : Justin Trudeau
a: Angela Merkel
p : die Zahl π

Nun sind ‘H ( j )’ und ‘H (p)’ wahr, laut dieser Interpretation, aber
‘H (a)’ falsch, da Angela Merkel nicht in unserer Bestimmung er-
wähnt wurde.

Dieser Prozess der expliziten Bestimmung wird manchmal als
die Festlegung der Extension eines Prädikats beschrieben. Beach-
ten Sie, dass in der eben genannten Bestimmung die von uns
aufgeführten Objekte keine besonderen Gemeinsamkeiten haben.
Die Logik kümmert sich nicht darum, was wir Menschen (zu ei-
ner bestimmten Zeit) für “natürlich zusammenpassend” halten.

29.3 Mehrstellige Prädikate

All dies ist recht einfach zu verstehen, wenn wir uns auf einstelli-
ge (oder eingliedrige) Prädikate konzentrieren, aber es wird kom-
plizierter, wenn wir zweistellige Prädikate betrachten. Betrachten
Sie einen Symbolisierungsschlüssel wie:

L(x, y): x liebt y
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Angesichts dessen, was wir oben gesagt haben, sollte dieser Sym-
bolisierungsschlüssel wie folgt gelesen werden:

• ‘L(x, y)’ und ‘ x liebt y ’ treffen auf die gleichen
Objekte zu.

Also:

• ‘L(x, y)’ trifft auf x und y (in dieser Reihenfolge) zu genau
dann, wenn x y liebt.

Es ist wichtig, dass wir hier auf die Reihenfolge bestehen, da Lie-
be nicht immer erwidert wird. (Beachten Sie, dass ‘x’ und ‘y’
hier rechts Symbole des erweiterten Deutschen sind und verwen-
det werden. Im Gegensatz dazu sind ‘x ’ und ‘y ’ in ‘L(x, y)’ Sym-
bole der LEO und werden erwähnt).

Hier haben wir eine indirekte Festlegung. Wie funktioniert ei-
ne direkte Festlegung für zweistellige Prädikate? Wenn wir einfach
Objekte auflisten, auf die ‘L(x, y)’ zutrifft, dann wissen wir nicht,
welche die Liebenden und welche die Geliebten sind. Diese Infor-
mation müssen wir anderweitig in unsere explizite Bestimmung
integrieren.

Um das zu tun, legen wir fest, worauf zweistellige Prädikate
zutreffen, indem wir Objektpaare bestimmen, wo die Reihenfolge
der Objekte im Paar wichtig ist. Auf diese Art können wir zum
Beispiel festlegen, dass ‘B(x, y)’ auf diese, und nur diese Objekt-
paare zutrifft:

⟨Lenin, Marx⟩
⟨de Beauvoir, Sartre⟩
⟨Sartre, de Beauvoir⟩

Hier informieren uns die Winkelklammern über die Reihenfolge
der Paare. Lasst uns nun noch den folgenden Symbolisierungs-
schlüssel verwenden:

l : Lenin
m: Marx
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b : de Beauvoir
r : Sartre

Dann ist ‘B(l,m)’ wahr, weil ⟨Lenin, Marx⟩ auf unserer Liste
steht. ‘B(m, l )’ hingegen ist falsch, weil ⟨Marx, Lenin⟩ nicht auf
unserer Liste steht. Aber sowohl ‘B(b, r )’ als auch ‘B(r, b)’ sind
wahr, weil sowohl ⟨de Beauvoir, Sartre⟩ als auch ⟨Sartre, de
Beauvoir⟩ in unserer Liste zu finden sind.

Um diese Ideen zu präzisieren, müssten wir eine elementa-
re Mengenlehre einführen. Die Mengenlehre verfügt über forma-
le Werkzeuge, die es uns erlauben, mit Extensionen, geordneten
Paaren usw. umzugehen. Die Mengenlehre wird in diesem Buch
jedoch nicht behandelt. Daher werden wir diese Ideen auf einer
unpräzisen Ebene belassen.

29.4 Semantik für Identität

Identität ist ein besonderes Prädikat der LEO. Wir schreiben es
etwas anders als andere zweistellige Prädikate: ‘x = y ’ anstelle
von ‘I (x, y)’ (zum Beispiel). Wichtiger ist jedoch, dass seine In-
terpretation ein für alle Mal festgelegt ist.

Wenn sich zwei Namen auf dasselbe Objekt beziehen, dann
ändert die Vertauschung eines Namens durch einen anderen
nicht den Wahrheitswert eines Satzes. Wenn also ‘a’ und ‘b ’ das-
selbe Objekt bezeichnen, dann ist Folgendes wahr:

A(a) ↔ A(b)
B(a) ↔ B(b)

R(a, a) ↔ R(b, b)
R(a, a) ↔ R(a, b)
R(c, a) ↔ R(c, b)

∀x R(x, a) ↔ ∀x R(x, b)
Einige Philosoph*innen waren auch vom Umkehrschluss dieser
Behauptung überzeugt. Sie dachten, dass, wenn genau die glei-
chen Sätze (die nicht ‘=’ enthalten) auf a und b zutreffen, a und b
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genau dasselbe Objekt sind. Dies ist eine höchst umstrittene phi-
losophische Behauptung–manchmal als die Identität der Unun-
terscheidbaren bezeichnet–und unsere Logik wird sie nicht vor-
aussetzen. Wir lassen zu, dass genau dieselben Sätze auf zwei
unterschiedliche Objekte zutreffen können.

Um das zu illustrieren, sehen wir uns die folgende Interpreta-
tion an:

domain: P.D. Magnus, Tim Button
a: P.D. Magnus
b : Tim Button
• Alle Prädikate treffen auf nichts zu.

Nehmen wir an, ‘A’ ist ein einstelliges Prädikat; dann ist sowohl
‘A(a)’ als auch ‘A(b)’ falsch. Also ist ‘A(a) ↔ A(b)’ wahr. Wenn
‘R’ ein zweistelliges Prädikat ist, dann ist sowohl ‘R(a, a)’ als auch
‘R(a, b)’ falsch. Daher ist ‘R(a, a) ↔ R(a, b)’ wahr. Und so geht
es: Jede atomare Formel, die ‘=’ nicht beinhaltet, ist falsch. Dem-
entsprechend ist jeder Bikonditional, das solche Formeln verbin-
det, wahr. Dennoch sind Tim Button und P.D. Magnus zwei ver-
schiedene Personen.

29.5 Interpretationen

Wir definierten eine bewertung in der WFL als eine beliebige
Zuordnung von Wahrheitswerten zu den Satzbuchstaben. In der
LEO werden wir etwas Ähnliches sagen. Eine interpretation
besteht aus vier Dingen:

• der Spezifikation einer Domäne
• für jeden Satzbuchstaben, einen Wahrheitswert
• für jeden Namen, eine Zuordnung eines Objekts aus der
Domäne zu diesem Namen

• für jedes Prädikat (außer ‘=’), eine Bestimmung der Ob-
jekte, auf die das Prädikat zutrifft (und die Reihenfolge in
welcher es das tut).
(‘=’ hat bereits eine Interpretation.)
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Die Symbolisierungsschlüssel, die wir bisher verwendet haben,
geben uns folglich ein sehr bequemes Mittel, eine Interpretation
zu präsentieren. Wir werden dieses Mittel auch in diesem Kapitel
verwenden.

Allerdings ist es oft auch bequem, Interpretationen diagram-
matisch darzustellen. Nehmen Sie an, wir wollen nur das zweistel-
lige Prädikat ‘R(x, y)’ betrachten. Dann können wir es repräsen-
tieren, indem wir einen Pfeil zwischen zwei Objekten zeichnen
und festlegen, dass ‘R(x, y)’ auf x und y (in dieser Reihenfolge)
zutrifft genau dann, wenn ein Pfeil von x auf y zeigt. Zum Bei-
spiel:

1 2

34

Dieses Diagramm könnten wir nutzen, um eine Interpretation zu
beschreiben, deren Domäne die ersten vier natürlichen Zahlen
sind und ‘R(x, y)’ so interpretiert, dass es auf und nur auf

⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨3, 4⟩, ⟨4, 1⟩, ⟨1, 3⟩

zutrifft. Gleichfalls könnten wir dieses Diagramm anbieten:

1 2

34

um eine Interpretation mit der gleichen Domäne darzustellen,
welche allerdings die Extension von ‘R(x, y)’ wie folgt bestimmt:

⟨1, 3⟩, ⟨3, 1⟩, ⟨3, 4⟩, ⟨1, 1⟩, ⟨3, 3⟩
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Wenn wir wollten, könnten wir unsere Diagramme komplexer ge-
stalten. Zum Beispiel könnten wir Namen als Beschriftungen für
bestimmte Objekte hinzufügen. Gleichermaßen könnten wir, um
die Extension eines einstelligen Prädikats zu symbolisieren, ein-
fach einen Kreis um bestimmte Objekte zeichnen und festlegen,
dass das Prädikat ‘H (x)’ auf die so eingekreisten Objekte (und
nur sie) zutrifft.



KAPITEL 30

Wahrheit in der LEO

Da Interpretationen uns unter anderem sagen, welche Prädikate
auf welche Objekte zutreffen, bestimmen sie, welche atomaren
Sätze wahr und welche falsch sind. Nun müssen wir aber genau
sagen, was es bedeutet, wenn ein willkürlicher LEO-Satz in einer
Interpretation wahr oder falsch ist.

Wir wissen dank §26, dass es drei verschiedene Arten von
Sätzen in der LEO gibt:

• atomare Sätze
• Sätze, deren Hauptoperator ein Junktor ist
• Sätze, deren Hauptoperator ein Quantor ist

Wir müssen getrennt erklären, was es bedeutet, wenn solche Sätze
wahr oder falsch sind.

Um unsere Erklärung verständlich zu machen, werden wir
immer wieder die folgende Interpretation verwenden:

Domäne: Alle Personen, die vor 2000 geboren wurden
a: Aristoteles
b : Beyoncé

P (x): x ist Philosoph*in
R(x, y): x wurde vor y geboren
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30.1 atomare Sätze

Die Wahrheit atomarer Sätze ist recht einfach zu erklären. Für
Satzbuchstaben gilt: die Interpretation legt fest, welche wahr und
welche falsch sind. Der Satz ‘P (a)’ ist wahr genau dann, wenn
‘P (x)’ auf ‘a’ zutrifft. Unserer Interpretation nach, ist das der
Fall, genau dann, wenn Aristoteles Philosoph ist. Das ist der Fall.
Also ist der Satz wahr. Gleichfalls ist ‘P (b)’ unserer Interpretation
nach falsch.

Ähnlicherweise ist ‘R(a, b)’ unserer Interpretation nach wahr
genau dann, wenn das Objekt, auf das ‘a’ verweist, vor dem Ob-
jekt, das ‘b ’ benennt, geboren wurde. Da Aristoteles vor Beyoncé
geboren wurde ist ‘R(a, b)’ wahr. Gleichfalls ist ‘R(a, a)’ falsch:
Aristoteles wurde nicht vor Aristoteles geboren.

Die Wahrheit atomarer Sätze zu erklären ist also recht ein-
fach. Wenn R ein n-stelliges Prädikat ist and a1, a2, . . . , an
Namen sind, dann gilt:

Der Satz R(a1,a2, . . . ,an) ist einer Interpretation nach
wahr genau dann, wenn R in dieser Interpretation auf die
von a1, a2, . . . , an benannten Objekte (in dieser Reihen-
folge) zutrifft.

Es gibt auch noch eine spezielle Art von atomarem Satz: zwei
Namen, die mittels des Identitätssymbols verbunden wurden. Die
Wahrheit solcher Sätze ist auch einfach zu erklären. Wenn a und
b beliebige Namen sind, dann gilt:

a = b ist einer Interpretation nach wahr genau dann,
wenn a und b in dieser Interpretation dasselbe Objekt
benennen.

In unserer Beispielinterpretation ist also ‘a = b ’ falsch, weil
Aristoteles von Beyoncé verschieden ist.
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30.2 Junktoren

In §26 sahen wir, dass in der LEO, wie in der WFL, Sätze mittels
der Junktoren aus Basiselementen gebaut werden können. Die
Regeln für diese Junktoren sind genau die gleichen, wie im Fall
der WFL. Hier sind sie:

A∧ B ist in einer Interpretation wahr genau dann, wenn
sowohl A als auch B in dieser Interpretation wahr sind.

A∨ B ist in einer Interpretation wahr genau dann, wenn
in dieser Interpretation entweder Awahr ist oder Bwahr
ist.

¬A ist in einer Interpretation wahr genau dann, wenn A

falsch ist in dieser Interpretation.

A→ B ist in einer Interpretation wahr genau dann, wenn
in dieser Interpretation entweder A falsch ist oder Bwahr
ist.

A↔ B ist in einer Interpretation wahr genau dann, wenn
in dieser Interpetation A den gleichen Wahrheitswert wie
B hat.

Diese Tabelle stellt die gleiche Informationen wie die charak-
teristischen Wahrheitstabellen für die Junktoren dar, nur auf eine
etwas andere Weise. Einige Beispiele werden dazu beitragen, die
Idee zu veranschaulichen. In unserer Beispielinterpretation gilt:

• ‘a = a ∧ P (a)’ ist wahr
• ‘R(a, b) ∧ P (b)’ ist falsch, denn, obwohl ‘R(a, b)’ wahr ist,
ist ‘P (b)’ falsch

• ‘a = b ∨ P (a)’ ist wahr
• ‘¬a = b ’ ist wahr
• ‘P (a) ∧¬(a = b ∧R(a, b))’ ist wahr, weil ‘P (a)’ wahr ist und
‘a = b ’ falsch
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30.3 Quantoren

Die aufregende Neuerung der LEO ist die Verwendung von Quan-
toren. Aber die Wahrheitsbedingungen für quantifizierte Sätze
auszudrücken ist kniffliger, als man zunächst erwarten würde.

Hier ist ein naïver erster Gedanke. Wir wollen sagen, dass
‘∀x F (x)’ wahr ist genau dann, wenn ‘F (x)’ auf alle Objekte in
der Domäne zutrifft. Das sollte nicht problematisch sein: denn
unsere Interpretation bestimmt ja, auf was ‘F (x)’ zutrifft.

Leider ist dieser naïve Gedanke nicht allgemein genug. Wir
wollen zum Beispiel sagen könnnen, dass ‘∀x∃y L(x, y)’ wahr ist
genau dann, wenn (ungefähr) ‘∃y L(x, y)’ auf alles in der Domäne
zutrifft. Aber unsere Interpretation bestimmt nicht direkt auf was
‘∃y L(x, y)’ zutrifft. Doch, ob dies auf etwas zutrifft oder nicht,
sollte sich allein aus der Interpretation des Prädikats ‘L’, der Do-
mäne und der Bedeutung der Quantoren ergeben.

Hier ist also ein zweiter naïver Gedanke. Wir versuchen nun
zu sagen, dass ‘∀x∃y L(x, y)’ in einer Intepretation wahr ist genau
dann, wenn ∃y L(a, y) für jeden Namen a, den wir in unserer
Interpretation auflisten, wahr ist. Ähnlicherweise versuchen wir
nun zu sagen, dass ∃y L(a, y) wahr ist genau dann, wenn L(a, b)
für zumindest einen Namen b, den wir in unserer Interpretation
aufgelistet haben, wahr ist.

Leider funktioniert auch das nicht. Beachten Sie, dass unse-
re Interpretation nur zwei Namen, a und b auflistet. Aber die
Domäne–alle Personen, die vor dem Jahr 2000 geboren wurden–
umfasst viel mehr als zwei Personen. (Und wir haben nicht die
Absicht, dies zu korrigieren, indem wir versuchen, alle mit Na-
men auszustatten.)

Hier ist also ein dritter Gedanke. (Dieser Gedanke ist nicht
naïv, sondern richtig.) Obwohl es nicht der Fall ist, dass wir je-
des einzelne Objekt benannt haben, hätte jeder Person ein Name
gegeben werden können. Wir sollten uns also auf die Möglichkeit
konzentrieren, eine Interpretation durch Hinzufügen eines neuen
Namens zu erweitern. Wir werden einige Beispiele dafür geben,
wie dies funktioniert, wobei wir uns auf unsere Beispielinterpreta-
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tion konzentrieren werden. Danach stellen wir die entsprechende
formale Definition vor.

In unserer Beispielinterpretation sollte ‘∃x R(b, x)’ wahr sein.
Denn in der Domäne gibt es mit Sicherheit jemanden, der nach
Beyoncé geboren wurde. Lady Gaga zum Beispiel. Falls wir
unsere Beispielinterpretation erweitern würden—nur kurzfristig
natürlich—indem wir bestimmen, dass der Name ‘c ’ Lady Gaga
benennt, dann wäre ‘R(b, c )’ in dieser erweiterten Interpretation
wahr. Das macht ‘∃x R(b, x)’ laut unserer ursprünglichen Inter-
pretation wahr.

In unserer Beispielinterpretation sollte auch ‘∃x(P (x) ∧
R(x, a))’ wahr sein. Denn in unserer Domäne gibt es sicherlich
jemanden, die sowohl Philosoph*in war und vor Aristoteles ge-
boren wurde. Sokrates zum Beispiel. Wenn wir unsere Beispiel-
interpretation erweitern würden, und ‘c ’ als Name für Sokrates
verwendeten, dann wäre ‘W (c ) ∧R(c, a)’ in dieser erweiterten In-
terpretation wahr. Das macht ‘∃x(P (x) ∧ R(x, a))’ laut unserer
ursprünglichen Interpretation wahr.

Ein letztes Beispiel: ‘∀x∃y R(x, y)’ sollte in unserer Beispiel-
interpretation falsch sein. Denn wir wissen zwar nicht, wer die
letzte Person ist, die 1999 geboren wurde, aber es gibt sie. Und
wenn wir unsere Beispielinterpretation erweitern, und ‘d ’ als Na-
men für diese Person verwenden würden, dann wären wir nicht
in der Lage, eine weitere Person zu finden, die wir mit einem wei-
teren Namen benennen könnten, und die nach d geboren wurde.
Egal wen wir mit einem weiteren Namen, z.B. ‘e ’, benennen täten,
‘R(d, e )’ wäre falsch. Das macht ‘∃y R(d, y)’ falsch in unserer er-
weiterten Interpretation. Und das wiederum macht ‘∀x∃y R(x, y)’
falsch, laut unserer ursprünglichen Interpretation.

Diese drei Beispiele geben uns einen Startpunkt für unsere
formale Definition der Wahrheit von Sätzen, deren Hauptope-
ratoren Quantoren sind. Diese Definition erfordert aber leider
einiges an Arbeit.

Nehmen Sie an, dassAeine Formel ist, die zumindest ein Vor-
kommnis der Variable x enthält, und, dass x in A ungebunden
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ist. Wir fassen dies so zusammen:

A(. . .x . . .x . . .)

Nehmen Sie auch an, dass c ein Name ist. Nun schreiben wir:

A(. . . c . . . c . . .)

um die Formel zu symbolisieren, die wir erhalten, wenn wir jedes
Vorkommnis von x in A mit c ersetzen. Die resultierende For-
mel nennen wir eine substitutionsinstanz von ∀xAund ∃xA.
Dementsprechend nennen wir c den substituierenden namen.
Also gilt:

∃x(R(e, x) ↔ F (x))
ist eine Substitutionsinstanz von

∀y∃x(R(y, x) ↔ F (x))

dessen substituierender Name ‘e ’, und substituierte Variable ‘y ’,
ist.

Unsere Interpretation beinhaltet eine Bestimmung dazu, wel-
che Objekte in der Domäne welchen Namen entsprechen. Neh-
men Sie nun ein beliebiges Objekt der Domäne, d beispielsweise,
und einen Namen c, der nicht schon in unserer Interpretation ge-
nutzt wird. Wenn unsere Interpretation I ist, dann können wir uns
nun mit der Interpretation I[d/c] beschäftigen, die I genau ent-
spricht, außer, dass sie auch den Namen c dem Objekt d zuord-
net. Nun können wir sagen, dass d die Formel A(. . .x . . .x . . . )
in Interpretation I erfüllt genau dann, wenn A(. . . c . . . c . . . )
in I[d/c] wahr ist. (Wenn d A(. . .x . . .x . . . ) erfüllt, dann sagen
wir auch, dass A(. . .x . . .x . . . ) auf d zutrifft.)

Die Interpretation I[d/c] entspricht I genau, außer, dass
sie dem Objekt d den Namen c zuordnet.

Ein Objekt d erfüllt A(. . .x . . .x . . . ) in I genau dann,
wenn A(. . . c . . . c . . . ) in I[d/c] wahr ist.
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Zum Beispiel erfüllt Sokrates die Formel P (x), weil P (c ) in der
Interpretation I[Sokrates/c ] wahr ist (hier ist die Interpretation):

Domäne: Alle Personen, die vor 2000 geboren wurden
a: Aristoteles
b : Beyoncé
c : Sokrates

P (x): x ist Philosoph*in
R(x, y): x wurde vor y geboren

Mit all diesen Definitionen bewaffnet lautet die grobe Idee
wie folgt. Der Satz ∀xA(. . .x . . .x . . .) ist in I wahr genau dann,
wenn für jedes Objekt d in der Domäne gilt, dassA(. . . c . . . c . . .)
in I[d/c] wahr ist (egal welches Objekt in der Domäne wir mit
c benennen). Anders ausgedrückt: ∀xA(. . .x . . .x . . .) ist wahr
genau dann, wenn jedes Objekt in der Domäne A(. . .x . . .x . . .)
erfüllt. Ähnlicherweise ist der Satz ∃xA(. . .x . . .x . . .) wahr ge-
nau dann, wenn es zumindest ein Objekt gibt, das A(. . .x . . .x . . .)
erfüllt (d.h. wenn A(. . . c . . . c . . .) in I[d/c] für zumindest ein
Objekt d wahr ist).

∀xA(. . .x . . .x . . .) ist wahr in einer Interpretation genau
dann, wenn jedes Objekt in der Domäne A(. . .x . . .x . . .)
erfüllt.

∃xA(. . .x . . .x . . .) ist wahr in einer Interpretation ge-
nau dann, wenn zumindest ein Objekt in der Domäne
A(. . .x . . .x . . .) erfüllt.

All das hier formalisiert die intuitive Idee, die wir vorher
schon ausgedrückt hatten. Das Resultat ist leider weder elegant
noch allzu einfach verständlich.

Lasst uns zuletzt noch betonen, dass der Begriff eines Ob-
jekts, das eine Formel mit einer ungebundenen Variable erfüllt,
auch auf Formeln mit mehr als einer ungebundenen Variable aus-
gedehnt werden kann. Wenn wir eine Formel A(x, y) mit zwei
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ungebundenen Variablen x and y haben, dann können wir sa-
gen, dass ein Objektpaar ⟨a, b⟩ A(x, y) erfüllt genau dann, wenn
A(c,d) in der Interpretation, die wir mit zwei Namen c und
d für a und b erweitert haben, wahr ist. Beispielsweise erfüllt
⟨Sokrates,Plato⟩ R(x, y), da R(c,d ) laut der folgenden Interpreta-
tion wahr ist:

Domäne: Alle Personen, die vor 2000 geboren wurden
a: Aristoteles
b : Beyoncé
c : Sokrates
d : Plato

P (x): x ist Philosoph*in
R(x, y): x wurde vor y geboren

Für atomare Formeln sind die Objekte, Objektpaare, etc. die sie
erfüllen, genau jene, die in die angegebene Extension ihrer Prädi-
kate fallen. Aber der Begriff der Erfüllung findet auch auf nicht-
atomare Formeln Anwendung. Die Formel P (x)∧R(x, b) wird zum
Beispiel von allen Philosoph*innen, die vor Beyoncé geboren wur-
den, erfüllt. Der Begriff findet sogar auf quantifizierte Formeln
Anwendung. P (x) ∧¬∃y(P (y) ∧R(y, x)) zum Beispiel wird von al-
len Personen, die Philosoph*innen sind, erfüllt; und von solchen,
vor denen kein*e einzige Philosoph*in geboren wurde, erfüllt.

Übungen

A. Betrachten Sie die folgende Interpretation:

• Domäne: Fatih und Benedikt
• ‘A(x)’ trifft auf Fatih und Benedikt zu
• ‘B(x)’ trifft nur auf Benedikt zu
• ‘N (x)’ trifft auf niemanden zu.
• ‘f ’ verweist auf Fatih

Bestimmen Sie, ob die folgenden Sätze in dieser Interpretation
wahr oder falsch sind.
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1. B(f )
2. A(f ) ↔ ¬N (f )
3. N (f ) → (A(f ) ∨ B(f ))
4. ∀x A(x)
5. ∀x¬B(x)
6. ∃x(A(x) ∧ B(x))
7. ∃x(A(x) → N (x))
8. ∀x(N (x) ∨ ¬N (x))
9. ∃x B(x) → ∀x A(x)

B. Betrachten Sie die folgende Interpretation:

• Domäne: Lemmy, Courtney und Eddy
• ‘G (x)’ trifft auf Lemmy, Courtney und Eddy zu.
• ‘H (x)’ trifft nur auf Courtney zu.
• ‘M (x)’ trifft nur auf Lemmy und Eddy zu.
• ‘c ’ verweist auf Courtney
• ‘e ’ verweist auf Eddy

Bestimmen Sie, ob die folgenden Sätze in dieser Interpretation
wahr oder falsch sind.

1. H (c )
2. H (e )
3. M (c ) ∨M (e )
4. G (c ) ∨ ¬G (c )
5. M (c ) → G (c )
6. ∃x H (x)
7. ∀x H (x)
8. ∃x ¬M (x)
9. ∃x(H (x) ∧G (x))
10. ∃x(M (x) ∧G (x))
11. ∀x(H (x) ∨M (x))
12. ∃x H (x) ∧ ∃x M (x)
13. ∀x(H (x) ↔ ¬M (x))
14. ∃x G (x) ∧ ∃x¬G (x)
15. ∀x∃y(G (x) ∧H (y))
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C. Betrachten Sie die folgende diagrammatisch dargestellte In-
terpretation:

1 2

3 4 5

(R(x, y) trifft auf x und y (in dieser Reihenfolge) zu genau dann,
wenn ein Pfeil von x auf y zeigt.) Bestimmen Sie, ob die folgenden
Sätze in dieser Interpretation wahr oder falsch sind.

1. ∃x R(x, x)
2. ∀x R(x, x)
3. ∃x∀y R(x, y)
4. ∃x∀y R(y, x)
5. ∀x∀y∀z ((R(x, y) ∧R(y, z )) → R(x, z ))
6. ∀x∀y∀z ((R(x, y) ∧R(x, z )) → R(y, z ))
7. ∃x∀y ¬R(x, y)
8. ∀x(∃y R(x, y) → ∃y R(y, x))
9. ∃x∃y(¬x = y ∧R(x, y) ∧R(y, x))
10. ∃x∀y(R(x, y) ↔ x = y)
11. ∃x∀y(R(y, x) ↔ x = y)
12. ∃x∃y(¬x = y ∧R(x, y) ∧ ∀z (R(z, x) ↔ y = z ))



KAPITEL 31

Semantische Begriffe

Die Wahrheit in der LEO zu definieren war sehr aufwändig. Aber
nun, da wir das getan haben, können wir eine Reihe anderer
Begriffe definieren. Unsere Definitionen werden denen der WFL,
in §12, sehr ähneln. Allerdings berufen sie sich auf Interpretationen
anstelle von Bewertungen.

Das Symbol ‘�’ nutzen wir auch in der LEO:

A1,A2, . . . ,An � C

bedeutet, dass es keine Interpretation gibt, in der A1, A2, . . . , An
alle wahr sind und C falsch ist. Dementsprechend bedeutet

� A

dass A in jeder Interpretation wahr ist.
Die anderen logischen Begriffe haben entsprechende Defini-

tionen:

◃ Ein LEO-Satz A ist eine tautologie genau dann, wenn A

in jeder Interpretation wahr ist, d.h. � A.

◃ A ist ein widerspruch genau dann, wenn A in jeder Inter-
pretation falsch ist; d.h. � ¬A.

◃ A1,A2, . . .An ∴ C ist gültig in der leo genau dann, wenn
es keine Interpretation gibt, in der die Prämissen wahr sind
und die Schlussfolgerung falsch; d.h., A1,A2, . . .An � C.
Andernfalls ist es ungültig in der leo.

287



KAPITEL 31. SEMANTISCHE BEGRIFFE 288

◃ Zwei LEO-Sätze A und B sind äquivalent genau dann,
wenn sie in genau den gleichen Interpretation wahr sind;
d.h. A � B und B � A.

◃ Die LEO-Sätze A1, A2, . . . , An sind konsistent genau
dann, wenn zumindest eine Interpretation beide wahr
macht. Sie sind inkonsistent genau dann, wenn es keine
solche Interpretation gibt.



KAPITEL 32

Interpretationen nutzen

32.1 Tautologien und Widersprüche

Nehmen wir an, wir wollen zeigen, dass ‘∃x A(x, x) → B(d )’ kei-
ne Tautologie ist. Dazu müssen wir zeigen, dass der Satz nicht in
allen Interpretation wahr ist, d.h., dass er in zumindest einer In-
terpretation falsch ist. Wenn wir eine Interpretation liefern, in der
der Satz falsch ist, dann zeigen wir also, dass er keine Tautologie
ist.

Damit ‘∃x A(x, x) → B(d )’ falsch ist, muss sein Antezedens
(‘∃x A(x, x)’) wahr sein und das Konsequens (‘B(d )’) falsch. Um
eine entsprechende Interpretation zu konstruieren, starten wir
mit einer Domäne. Die Domäne klein zu halten hilft beim Be-
stimmen der Extensionen der Prädikate. Also beginnen wir mit
einer Domäne mit nur einem Element: die Stadt Paris.

Domäne: Paris

Der Name ‘d ’ muss auf etwas in der Domäne verweisen:

d : Paris

Wir wollen nun, dass ‘∃x A(x, x)’ wahr ist. Also wollen wir, dass
alle Elemente der Domäne mit sich selbst in der Extension von
‘A’ gepaart werden. Das erreichen wir hiermit:

A(x, y): x ist identisch zu y

289
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Jetzt ist ‘A(d,d )’ wahr und auch ‘∃x A(x, x)’. Nun wollen wir, dass
‘B(d )’ falsch ist. Also darf der Referent von ‘d ’ nicht in der Ex-
tension von ‘B ’ sein. Das erreichen wir so:

B(x): x ist in Deutschland

Schon haben wir eine Interpretation, in der ‘∃x A(x, x)’ wahr
ist, aber ‘B(d )’ falsch. Also gibt es eine Interpretation, in der
‘∃x A(x, x) → B(d )’ falsch ist. ‘∃x A(x, x) → B(d )’ ist keine Tauto-
logie.

Genauso einfach können wir zeigen, dass ‘∃xA(x, x) → B(d )’
kein Widerspruch ist. Wir brauchen nur eine Interpretation, in
der ‘∃xA(x, x) → B(d )’ wahr ist, d.h. eine Interpretation, in der
entweder ‘∃x A(x, x)’ falsch ist oder ‘B(d )’ wahr ist. Hier ist eine:

Domäne: Paris
d : Paris

A(x, y): x ist identisch mit y

B(x): x ist in Frankreich

Das zeigt, dass es zumindest eine Interpretation gibt, in der
‘∃xA(x, x) → B(d )’ wahr ist. ‘∃x A(x, x) → B(d )’ ist also kein
Widerspruch.

Um zu zeigen, dass A keine Tautologie ist, reicht es, eine
Interpretation zu finden, in der A falsch ist.
Um zu zeigen, dass Akein Widerspruch ist, reicht es, eine
Interpretation zu finden, in der Awahr ist.

32.2 Äquivalenz

Nehmen wir an, wir wollen zeigen, dass ‘∀x S (x)’ und ‘∃x S (x)’
nicht äquivalent sind. Dazu brauchen wir eine Interpretation,
in der die zwei Sätze verschiedene Wahrheitswerte haben; einer
muss wahr, der andere falsch sein. Wir beginnen mit einer Domä-
ne. Auch hier halten wir die Domäne möglichst klein. Aber hier
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brauchen wir zumindest zwei Objekte. (In einer Domäne mit nur
einem Element haben die Sätze den gleichen Wahrheitswert. Um
das zu sehen, versuche, ein paar Interpretation mit nur einem
Element zu konstruieren.) Lasst uns die Domäne so “befüllen”:

Domäne: Ornette Coleman, Miles Davis

‘∃x S (x)’ machen wir wahr, indem wir etwas zur Extension von
‘S ’ hinzufügen und ‘∀x S (x)’ machen wir falsch, indem wir etwas
aus der Extension außen vor lassen. Zum Beispiel:

S (x): x spielt Saxophon

Jetzt ist ‘∃x S (x)’ wahr, weil ‘S (x)’ auf Ornette Coleman zutrifft.
Präziser gesagt: erweitern wir unsere Interpretation, indem wir ‘c ’
auf Ornette Coleman verweisen lassen. ‘S (c )’ ist in dieser erwei-
terten Interpretation wahr. Also ist ‘∃x S (x)’ in unserer ursprüng-
lichen Interpretation wahr. Ähnlicherweise ist ‘∀x S (x)’ falsch, da
‘S (x)’ nicht auf Miles Davis zutrifft. Genauer gesagt: Wir erwei-
tern unsere Interpretation, indem wir ‘d ’ auf Miles Davis verwei-
sen lassen. ‘S (d )’ ist in dieser erweiterten Interpretation falsch.
Also ist ‘∀x S (x)’ in unserer ursprünglichen Interpretation falsch.
Wir haben eine Gegeninterpretation zur Aussage, dass ‘∀x S (x)’
und ‘∃x S (x)’ äquivalent sind geliefert.

Um zu zeigen, dass A und B nicht äquivalent sind, reicht
es, eine Intepretation zu finden, in der einer der beiden
Sätze wahr ist, der andere aber falsch.

32.3 Gültigkeit, Folge und Konsistenz

Um auf Gültigkeit, Folge und Konsistenz zu testen, brauchen wir
normalerweise Intepretationen, welche die Wahrheitswerte von
mehreren Sätzen bestimmen.

Betrachten Sie das folgende Argument der LEO:

∃x(G (x) → G (a)) ∴ ∃x G (x) → G (a)
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Um zu zeigen, dass dieses Argument ungültig ist, müssen wir
die Prämisse wahr und die Schlussfolgerung falsch machen. Die
Schlussfolgerung ist ein Konditional. Um sie falsch zu machen,
muss daher ihr Antezedens wahr und ihr Konsequens falsch sein.
Unsere Domäne muss hierzu zumindest zwei Objekte beinhalten.
Lasst es uns mit folgender Interpretation versuchen:

Domäne: Karl Marx, Ludwig von Mises
G (x): x hasste den Kommunismus

a: Karl Marx

Da Marx das kommunistische Manifest schrieb, ist ‘G (a)’ in dieser
Interpretation klar falsch. Aber von Mises hasste den Kommu-
nismus. Also ist ‘∃x G (x)’ in dieser Interpretation wahr. Daher
ist ‘∃x G (x) → G (a)’ falsch, wie benötigt.

Macht unsere Interpretation die Prämisse unseres Arguments
wahr? Ja. ‘G (a) → G (a)’ ist wahr, ja sogar eine Tautologie. Aber
damit ist ‘∃x(G (x) → G (a))’ wahr. Also ist in dieser Intepretation
die Prämisse wahr und die Schlussfolgerung falsch: somit ist das
Argument als Ganzes ungültig.

Nebenbei sei darauf hingewiesen, dass ‘∃x(G (x) → G (a))’
nicht ‘∃x G (x) → G (a)’ zur Folge hat: ∃x(G (x) → G (a)) 2
∃xG (x) → G (a). Damit haben wir gezeigt, dass ‘∃x(G (x) →
G (a))’ und ‘¬(∃x G (x) → G (a))’ konsistent sind.

Nehmen wir ein zweites Beispiel her:

∀x∃y L(x, y) ∴ ∃y∀x L(x, y)
Auch hier wollen wir zeigen, dass das Argument ungültig ist.
Wir machen hierzu die Prämisse wahr und die Schlussfolgerung
falsch. Here ist eine Interpretation:

Domäne: Deutsche Bürger*innen, die derzeit in einer Partner-
schaft mit genau einem/r anderen deutschen Bürger*in sind

L(x, y): x ist in einer Partnerschaft mit y

Dieser Interpretation nach ist die Prämisse klarerweise wahr. Al-
le in der Domäne sind in einer Partnerschaft mit einem/r anderen



KAPITEL 32. INTERPRETATIONEN NUTZEN 293

deutschen Bürger*in. Die andere Bürger*in ist dementsprechend
ebenfalls in der Domäne. Für alle in der Domäne gibt es jemand
(anders) in der Domäne, mit denen sie in einer Partnerschaft
sind. Also ist ‘∀x∃y L(x, y)’ wahr. Allerdings ist die Schlussfolge-
rung klarerweise falsch, denn die Schlussfolgerung bedingt, dass
es eine Person gibt, die in einer Partnerschaft mit allen in der
Domäne ist. Aber so eine Person gibt es nicht. Das Argument ist
also ungültig.

Nebenbei können wir auch hier direkt beobachten, dass die
Sätze ‘∀x∃y L(x, y)’ und ‘¬∃y∀x L(x, y)’ konsistent sind und, dass
∀x∃y L(x, y) 2 ∃y∀x L(x, y) gilt.

Für unser drittes Beispiel nutzen wir eine diagrammatische
Interpretation:

1 2

3

Die Domäne dieser Interpretation sind die ersten drei natürlichen
Zahlen und ‘R(x, y)’ trifft auf x und y zu genau dann, wenn es
einen Pfeil gibt, der von x zu y zeigt. Hier sind ein paar Sätze,
die diese Interpretation wahr machen:

• ‘∀x∃y R(y, x)’
• ‘∃x∀y R(x, y)’ Zeuge 1
• ‘∃x∀y(R(y, x) ↔ x = y)’ Zeuge 1
• ‘∃x∃y∃z ((¬y = z ∧R(x, y)) ∧R(z, x))’ Zeuge 2
• ‘∃x∀y ¬R(x, y)’ Zeuge 3
• ‘∃x(∃y R(y, x) ∧ ¬∃y R(x, y))’ Zeuge 3

Das zeigt uns gleich, dass die obigen sechs Sätze konsistent sind.
Wir können diese Beobachtung auch gleich nutzen, um ein paar
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ungültige Argumente zu generieren:

∀x∃y R(y, x),∃x∀y R(x, y) ∴ ∀x∃y R(x, y)
∃x∀y R(x, y),∃x∀y¬R(x, y) ∴ ¬∃x∃y∃z (¬y = z ∧ (R(x, y) ∧R(z, x)))

Wenn eine InterpretationA1,A2, . . . ,An wahr und C falsch
macht, dann gilt:

• A1,A2, . . . ,An ∴ C ist ungültig ;
• A1,A2, . . . ,An 2 C;
• und A1,A2, . . . ,An,¬C sind konsistent.

Eine Interpretation, die eine Aussage (dass zwei Sätze kon-
sistent sind, z.B.) widerlegt, nennen wir eine Gegeninterpretation
oder ein Gegenmodell.

Wir beschließen dieses Kapitel mit einer Warnung. Die LEO
hat bestimmte Einschränkungen: sie ist eine extensionale Spra-
che; sie ignoriert vage Eigenschaften; und sie kann Gültigkeit
aufgrund “besonderer Gründe” nicht einfangen. Als ein Beispiel,
nehmen wir dieses Argument her:

Alle Männer sind langweilig.
∴ Alle Junggesellen sind langweilig.

Dies ist ein gültiges Argument: es ist notwendigerweise wahr,
dass alle Junggesellen Männer sind. Daher ist es unmöglich, dass
die Prämisse wahr ist und die Schlussfolgerung falsch. Nun, könn-
ten wir das Argument versuchen so zu symbolisieren:

∀x(M (x) → L(x)) ∴ ∀x( J (x) → L(x))

Aber es ist einfach, Gegeninterpretationen zu finden, die zeigen,
dass ∀x(M (x) → L(x)) 2 ∀x( J (x) → L(x)). Es wäre aber falsch
daraus zu schließen, dass das deutsche Argument ungültig ist, nur
weil es eine Gegeninterpretation zu seiner LEO-Symbolisierung
gibt.
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Übungen

A. Zeigen Sie, dass die folgenden Sätze weder Tautologien noch
Widersprüche sind:

1. D(a) ∧D(b)
2. ∃x T (x,h)
3. P (m) ∧ ¬∀x P (x)
4. ∀z J (z ) ↔ ∃y J (y)
5. ∀x(W (x,m, n) ∨ ∃yL(x, y))
6. ∃x(G (x) → ∀y M (y))
7. ∃x(x = h ∧ x = i )

B. Zeigen Sie, dass die folgenden Satzpaare nicht äquivalent sind:

1. J (a), K (a)
2. ∃x J (x), J (m)
3. ∀x R(x, x), ∃x R(x, x)
4. ∃x P (x) → Q (x), ∃x(P (x) → Q (x))
5. ∀x(P (x) → ¬Q (x)), ∃x(P (x) ∧ ¬Q (x))
6. ∃x(P (x) ∧Q (x)), ∃x(P (x) → Q (x))
7. ∀x(P (x) → Q (x)), ∀x(P (x) ∧Q (x))
8. ∀x∃y R(x, y), ∃x∀y R(x, y)
9. ∀x∃y R(x, y), ∀x∃y R(y, x)

C. Zeigen Sie, dass die folgenden Sätze konsistent sind:

1. M (a),¬N (a),P (a),¬Q (a)
2. L(e, e ),L(e, g ),¬L(g , e ),¬L(g , g )
3. ¬(M (a) ∧ ∃x A(x)),M (a) ∨ F (a),∀x(F (x) → A(x))
4. M (a) ∨M (b),M (a) → ∀x¬M (x)
5. ∀y G (y),∀x(G (x) → H (x)),∃y¬I (y)
6. ∃x(B(x) ∨ A(x)),∀x¬C (x),∀x [(A(x) ∧ B(x)) → C (x)

]
7. ∃x X (x),∃xY (x),∀x(X (x) ↔ ¬Y (x))
8. ∀x(P (x) ∨Q (x)),∃x¬(Q (x) ∧ P (x))
9. ∃z (N (z ) ∧O (z, z )),∀x∀y(O (x, y) → O (y, x))
10. ¬∃x∀y R(x, y),∀x∃y R(x, y)
11. ¬R(a, a), ∀x(x = a ∨R(x, a))
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12. ∀x∀y∀z [(x = y ∨ y = z ) ∨ x = z ], ∃x∃y ¬x = y
13. ∃x∃y((Z (x) ∧ Z (y)) ∧ x = y), ¬Z (d ), d = e

D. Zeigen Sie, dass die folgenden Argument ungültig sind:

1. ∀x(A(x) → B(x)) ∴ ∃x B(x)
2. ∀x(R(x) → D(x)),∀x(R(x) → F (x)) ∴ ∃x(D(x) ∧ F (x))
3. ∃x(P (x) → Q (x)) ∴ ∃x P (x)
4. N (a) ∧ N (b) ∧ N (c ) ∴ ∀x N (x)
5. R(d, e ),∃x R(x,d ) ∴ R(e,d )
6. ∃x(E(x) ∧ F (x)),∃x F (x) → ∃x G (x) ∴ ∃x(E(x) ∧G (x))
7. ∀x O (x, c ),∀x O (c, x) ∴ ∀x O (x, x)
8. ∃x( J (x) ∧ K (x)),∃x¬K (x),∃x¬ J (x) ∴ ∃x(¬ J (x) ∧ ¬K (x))
9. L(a, b) → ∀x L(x, b),∃x L(x, b) ∴ L(b, b)
10. ∀x(D(x) → ∃y T (y, x)) ∴ ∃y∃z ¬y = z



KAPITEL 33

Über alle
Interpretationen
nachdenken

33.1 Tautologien und Widersprüche

Wir können zeigen, dass ein Satz keine Tautologie ist, indem wir
nur eine sorgfältig spezifizierte Interpretation liefern: eine Inter-
pretation, in der der Satz falsch ist. Um zu zeigen, dass etwas eine
Tautologie ist, reicht es aber nicht aus, zehn, hundert oder sogar
tausend Interpretationen zu konstruieren, in denen der Satz wahr
ist. Ein Satz ist nur dann eine Tautologie, wenn er in jeder Inter-
pretation wahr ist. Aber es gibt unendlich viele Interpretationen.
Wir müssen also über sie alle nachdenken. Doch das können wir
nicht tun, indem wir uns einzeln mit ihnen befassen!

Manchmal können wir uns recht einfach mit allen Interpre-
tationen befassen. Wir können beispielsweise ein recht einfaches
Argument dafür liefern, dass ‘R(a, a) ∨ ¬R(a, a)’ eine Tautologie
ist:

Jede Interpretation gibt ‘R(a, a)’ einen Wahrheits-
wert. Wenn ‘R(a, a)’ in einer Interpretation wahr ist,
dann ist ‘R(a, a) ∨ ¬R(a, a)’ in dieser Interpretation
wahr. Wenn ‘R(a, a)’ in einer Interpretation falsch ist,
dann ist ¬R(a, a) in dieser Interpretation wahr. Damit

297
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ist ‘R(a, a) ∨ ¬R(a, a)’ in dieser Interpretation wahr.
Das sind die einzigen zwei Möglichkeiten. Also ist
‘R(a, a)∨¬R(a, a)’ in jeder Interpretation wahr. Dem-
entsprechend ist es eine Tautologie.

Dieses Argument ist gültig, aber es ist kein Argument der LEO.
Stattdessen ist es ein Argument im Deutschen, unserer Metaspra-
che, das von der LEO handelt.

Hier ist eine weitere Eigenschaft dieses Arguments. Weil der
Satz, den wir betrachtet haben, keine Quantoren enthielt, muss-
ten wir uns nicht überlegen, wie wir ‘a’ und ‘R’ interpretieren.
Der Punkt war, dass, wie auch immer sie interpretiert werden,
‘R(a, a)’ den gleichen Wahrheitswert hat.

Sehen wir uns ein weiteres Beispiel an. Der Satz ‘∀x(R(x, x) ∨
¬R(x, x))’ ist klarerweise eine Tautologie. Doch zu sagen, wieso
das so ist stellt sich als schwierig heraus. Wir können nicht sa-
gen, dass ‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’ in jeder Interpretation wahr ist, da
‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’ nicht einmal ein Satz der LEO ist (‘x ’ ist eine
Variable). Stattdessen sollten wir so was sagen:

Betrachten Sie eine beliebige Interpretation.
∀x(R(x, x) ∨ ¬R(x, x)) ist wahr in unserer Interpreta-
tion genau dann, wenn R(x, x) ∨ ¬R(x, x) von jedem
Objekt in unserer Domäne erfüllt wird. Betrachten
Sie nun ein beliebiges Element der Domäne, wel-
ches wir Fred nennen. Entweder erfüllt Fred R(x, x)
oder nicht. Wenn er ‘R(x, x)’ erfüllt, dann erfüllt
Fred auch ‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’. Wenn Fred ‘R(x, x)’
nicht erfüllt, erfüllt er dennoch ‘¬R(x, x)’ und somit
auch ‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’.1 Wie auch immer, Fred
erfüllt ‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’. Da Fred kein besonderes
Element der Domäne war—wir hätten jedes Ob-
jekt wählen können—sehen wir, dass jedes Objekt

1Wir nutzen hier die Tatsache, dass die Wahrheitsbedingungen der Junk-
toren auch ihre Erfüllungsbedingungen wiederspiegeln: a erfüllt A(x) ∨ B(x)
genau dann, wenn a A(x) erfüllt oder B(x) erfüllt, usw.
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in der Domäne ‘R(x, x) ∨ ¬R(x, x)’ erfüllt. Also ist
‘∀x(R(x, x) ∨ ¬R(x, x))’ in unserer Interpretation
wahr. Aber wir hatten eine beliebige Interpretation
gewählt. Daher ist ‘∀x(R(x, x) ∨ ¬R(x, x))’ in jeder
Interpretation wahr. Es ist also eine Tautologie.

Das alles ist recht langwierig; aber es gibt keine Alternative. Um
zu zeigen, dass ein Satz eine Tautologie ist, müssen wir über alle
Interpretationen nachdenken.

33.2 Andere Fälle

Ähnliches gilt auch für andere Fälle. Wir müssen über alle Inter-
pretationen nachdenken, wenn wir zeigen wollen, dass:

• ein Satz ein Widerspruch ist, denn dies setzt voraus, dass
der Satz in jeder Interpretation falsch ist

• zwei Sätze äquivalent sind, denn dies setzt voraus, dass sie
in allen Interpretationen den gleichenWahrheitswert haben

• einige Sätze inkonsistent sind, denn dies setzt voraus, dass
es keine Interpretation gibt, in der sie alle wahr sind, d.h.,
dass in jeder Interpretation zumindest einer dieser Sätze
falsch ist

• ein Argument gültig ist, denn dies setzt voraus, dass die
Schlussfolgerung in allen Interpretationen wahr ist, in de-
nen die Prämissen wahr sind

• einige Sätze einen anderen Satz zur Folge haben.

Das Problem ist, dass wir mit den bisher vorhandenen Werkzeu-
gen nur schwerlich über alle Interpretationen nachdenken kön-
nen. Ein letztes Beispiel ist diese Folgebeziehung:

∀x(H (x) ∧ J (x)) � ∀x H (x)

Wenn alle Dinge sowohl H als auch J sind, dann ist alles H .
Diese Aussage ist also klarerweise wahr. Aber wir können das nur
zeigen, indem wir uns ansehen, was in jeder Interpretation, die
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die Prämisse wahr macht, vor sich geht. Um das zu tun, müssten
wir wie folgt argumentieren:

Betrachten Sie eine beliebige Interpretation in der
‘∀x(H (x)∧ J (x))’ wahr ist. Es folgt, dass ‘H (x)∧ J (x)’
von allen Objekten dieser Interpretation erfüllt wird.
Das aber heißt, dass ‘H (x)’ ebenso von allen Objek-
ten erfüllt wird.2 Also ist ‘∀x H (x)’ in dieser Inter-
pretation wahr. Wir haben nichts über diese Inter-
pretation angenommen, außer, dass sie ‘∀x(H (x) ∧
J (x))’ wahr macht. Also ist jede Interpretation, die
‘∀x(H (x) ∧ J (x))’ wahr macht, eine Interpretation,
die auch ‘∀x H (x)’ wahr macht.

Selbst für eine einfache Folge wie in unserem Beispiel ist unsere
Argumentation recht langwierig. Für kompliziertere Folgen wird
die Argumentation entsprechend langwieriger.

Die folgende Tabelle fasst zusammen, ob eine einzelne Inter-
pretation oder Gegeninterpretation ausreicht, oder, ob wir über
alle Interpretation nachdenken müssen.

Yes No
Tautologie? alle Interpretationen eine Gegeninterpretation
Widerspruch? alle Interpretation eine Gegeninterpretation
äquivalent? alle Interpretationen eine Gegeninterpretation
konsistent? eine interpretation alle Interpretationen
gültig? alle Interpretationen eine Gegeninterpretation
Folge? alle Interpretationen eine Gegeninterpretation

Es ist vielleicht hilfreich, diese Tabelle mit der in §14 zu ver-
gleichen. Der wichtige Unterschied ist, dass die LEO sich mit In-
terpretationen befasst, während die WFL sich mit Bewertungen
befasst. Dieser Unterschied ist wichtig, weil jede Wahrheitstabelle
nur endlich viele Zeilen hat, womit eine komplette Wahrheitsta-
belle ein relativ fügsames Objekt ist. Im Gegensatz dazu gibt es

2Hier nutzen wir wieder die Tatsache, dass jedes Objekt welches A(x) ∧
B(x) erfüllt, sowohl A(x) als auch B(x) erfüllt.
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unendlich viele Interpretationen für alle Sätze, was das Nachden-
ken über alle Interpretationen schwieriger macht.
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KAPITEL 34

Grundregeln für die
LEO

Die LEO nutzt alle Junktoren der WFL. Daher werden Beweise
in der LEO alle Grund- und abgeleiteten Regeln der WFL nutzen
(siehe Teil IV). Ebenso werden wir die beweistheoretischen Be-
griffe, die wir dort eingeführt hatten auch weiterhin nutzen (ins-
besondere ‘⊢’). Allerdings brauchen wir auch neue Grundregeln
für die Quantoren und das Identitätssymbol.

34.1 Universaleliminierung

Aus der Behauptung, dass alles F ist, können Sie herleiten, dass
ein bestimmtes Objekt F ist. Was auch immer sonst es ist, es ist
F . Das Folgende ist also in Ordnung:

1 ∀x R(x, x,d )
2 R(a, a,d ) ∀E 1

Wir erhielten hier Zeile 2, indem wir den Universalquantor weg-
ließen und jede Vorkommnis von ‘x ’ durch ‘a’ ersetzten. Gleicher-
maßen ist folgendes erlaubt:

1 ∀x R(x, x,d )
2 R(d,d,d ) ∀E 1

303
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Hier erhielten wir Zeile 2, indem wir den Universalquantor weg-
ließen und jede Vorkommnis von ‘x ’ mit ‘d ’ ersetzten. Wir hätten
das gleiche auch mit jedem anderen Namen tun können.

Diesen Herleitungen entspricht die Universaleliminationsre-
gel (∀E):

m ∀xA(. . .x . . .x . . .)

A(. . . c . . . c . . .) ∀E m

Die Notation hier haben wir schon in §30 eingeführt. Der
Punkt ist, dass Sie jede Substitutionsinstanz einer universalquan-
tifizierten Formel erhalten können: ersetzen Sie einfach jede Vor-
kommnis der gebundenen Variable mit einem Namen.

Zu betonen ist, dass Sie (wie bei jeder Eliminationsregel) die
∀E-Regel nur dann anwenden können, wenn der Universalquan-
tor der Hauptoperator eines Satzes ist. Daher ist das Folgende
verboten:

1 ∀x B(x) → B(k )

2 B(b) → B(k ) inkorrekte Anwendung von ∀E 1

Dies ist unzulässig, da ‘∀x ’ nicht der Hauptoperator in Zeile 1 ist
(wenn Sie nachvollziehen wollen, warum diese Art von Schluss-
folgerung verboten ist, blättern Sie zurück zu §23).

34.2 Existenzeinführung

Aus der Behauptung, dass ein bestimmtes Objekt F ist, können
Sie herleiten, dass etwas F ist. Also ist das folgende zulässig:

1 R(a, a,d )

2 ∃x R(a, a, x) ∃I 1
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Hier haben wir den Namen ‘d ’ durch eine Variable ‘x ’ ersetzt und
diese dann mit einem Existenzquantor gebunden. Gleichermaßen
ist erlaubt:

1 R(a, a,d )

2 ∃x R(x, x,d ) ∃I 1
Hier haben wir beide Vorkommnisse des Namens ‘a’ durch ei-
ne Variable ersetzt und diese Variable dann mit einem Existenz-
quantor gebunden. Aber wir brauchen nicht beide Vorkommnisse
eines Namens durch eine Variable zu ersetzen: Wenn Narziss sich
selbst liebt, dann gibt es jemanden, der Narziss liebt. Also lassen
wir auch das Folgende zu:

1 R(a, a,d )

2 ∃x R(x, a,d ) ∃I 1
Hier haben wir ein und nur ein Vorkommnis des Namens ‘a’ durch
eine Variable ersetzt und diese Variable dann mit einem Existenz-
quantor gebunden.

Diese Beobachtungen motivieren unsere Einführungsregel,
obwohl wir zu ihrer Erläuterung eine neue Notation einführen
müssen. Wo A ein Satz ist, der einen Namen c beinhaltet, kön-
nen wir dies betonen, indem wir ‘A(. . . c . . . c . . .)’ schreiben. Wir
schreiben dann ‘A(. . .x . . . c . . .)’, um eine beliebige Formel an-
zuzeigen, die wir erhalten haben, indem wir ein oder mehr Vor-
kommnisse des Namens cmit der Variablex ersetzt haben. Diese
Notation erlaubt uns, die Existenzeinführungsregel zu formulie-
ren:

m A(. . . c . . . c . . .)

∃xA(. . .x . . . c . . .) ∃I m

x darf nicht in A(. . . c . . . c . . .) vorkommen.
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Die angeführte Einschränkung garantiert, dass jede Anwen-
dung der Regel einen Satz der LEO ausspuckt. Daher ist das
Folgende erlaubt:

1 R(a, a,d )

2 ∃x R(x, a,d ) ∃I 1
3 ∃y∃x R(x, y,d ) ∃I 2
Aber das hier verboten:

1 R(a, a,d )

2 ∃x R(x, a,d ) ∃I 1
3 ∃x ∃x R(x, x,d ) inkorrekte Anwendung von ∃I 2
da der Ausdruck in Zeile 3 widerstreitende Variablen enthält
(welcher Existenzquantor bindet welches Vorkommnis von ‘x ’?)
und somit kein Satz der LEO ist.

34.3 Leere Domänen

Der folgende Beweis kombiniert unsere zwei neuen Regeln:

1 ∀x F (x)
2 F (a) ∀E 1

3 ∃x F (x) ∃I 2
Könnte dies ein schlechter Beweis sein? Wenn überhaupt etwas
existiert, dann können wir sicherlich aus der Tatsache, dass al-
les F ist, herleiten, dass etwas F ist. Aber was ist, wenn überhaupt
nichts existiert? Dann ist wahr, dass alles F ist; daraus folgt je-
doch nicht, dass etwas F ist, denn es gibt nichts das F sein könnte.
Wenn wir also behaupten, dass ‘∃x F (x)’ aus ‘∀x F (x)’ folgt, dann
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behaupten wir, dass die Logik garantiert, dass es etwas gibt. Ist
das akzeptabel?

Tatsächlich haben wir uns bereits darauf festgelegt. In §22 ha-
ben wir gesagt, dass Domänen der LEO mindestens ein Element
haben müssen. Dann definierten wir eine Tautologie als einen
Satz, der in jeder Interpretation wahr ist. Da nun ‘∃x x = x ’ in
jeder Interpretation wahr ist, hat unsere Bestimmung zur Folge,
dass die Logik garantiert, dass es etwas gibt.

Da es nicht ohne weiteres klar ist, dass die Logik dies garan-
tieren soll, könnten wir versuchen, unsere Festlegung zu umgehen.
Dieses Manöver ist allerdings kostspielig. Hier sind drei Dinge,
die wir sagen wollen:

• ∀x F (x) ⊢ F (a): ∀E.
• F (a) ⊢ ∃x F (x): ∃I.
• die Fähigkeit, Beweise durch Copy-and-Paste zu erhal-
ten: Schließlich argumentieren wir, indem wir viele kleine
Schritte zu großen Beweisen zusammenfügen.

Um all diese Dinge zu sagen, müssen wir auch ∀x F (x) ⊢ ∃x F (x)
sagen. Wenn die Logik nicht die Existenz einiger Dinge garan-
tieren soll, dann müssen wir also eine der drei obigen Aussagen
aufgeben.

Bevor wir anfangen, darüber nachzudenken, welche wir auf-
geben wollen, sollten wir uns fragen, ob wir nicht doch sagen
sollen, dass die Logik garantiert, dass etwas existiert. Zugege-
ben, ontologische Debatten darüber, warum es etwas statt nichts
gibt, werden dadurch nicht gerade interessanter. Aber normaler-
weise hat unsere Annahme keine negativen Konsequenzen. Viel-
leicht sollten wir also einfach unser Herleitungssystem (und die
LEO, allgemeiner gesagt) als ein System betrachten, dessen An-
wendungsbereich etwas eingeschränkt ist. Wenn wir jemals die
Möglichkeit des Nichtsseins zulassen wollen, dann brauchen wir
ein komplizierteres Herleitungssystem. Aber solange wir uns da-
mit zufrieden geben, diese Möglichkeit zu ignorieren, ist unser
Herleitungssystem in Ordnung. (Genauso wie die Vorschrift, dass
jede Domäne mindestens ein Objekt enthalten muss).
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34.4 Universaleinführung

Nehmen Sie an, Sie haben zu jedem einzelnen Objekt gezeigt,
dass es F ist (und dass es keine anderen Dinge zu berücksich-
tigen gibt). Dann könnten Sie zu Recht behaupten, dass alles F
ist. Das motiviert die folgende Beweisregel. Wenn Sie jede einzel-
ne Substitutionsinstanz von ‘∀x F (x)’ nachgewiesen haben, dann
können Sie ‘∀x F (x)’ herleiten.

Leider wäre diese Regel völlig unbrauchbar. Um jede einzelne
Substitutionsinstanz zu beweisen, müssten Sie ‘F (a)’, ‘F (b)’, . . . ,
‘F ( j2)’, . . . , ‘F (r79002)’, . . . herleiten. Da es in der LEO prinzipi-
ell unendlich viele Namen gibt, würde dieser Prozess kein Ende
finden. Wir können die eben motivierte Regel also niemals an-
wenden. Wir müssen bei der Aufstellung unserer Regel zur Ein-
führung eines Universalquantors etwas geschickter vorgehen.

Eine Lösung wird durch Fälle wie:

∀x F (x) ∴ ∀y F (y)
inspiriert. Dieses Argument ist klarerweise gültig. Schließlich ist
die alphabetische Variation eine Frage des Geschmacks und hat
keine logischen Konsequenzen. Aber wie könnte unser Beweis-
system dies widerspiegeln? Nehmen wir an, wir beginnen einen
Beweis so:

1 ∀x F (x)
2 F (a) ∀E 1

Wir haben ‘F (a)’ bewiesen. Und nichts hindert uns daran, die-
selbe Rechtfertigung auch für ‘F (b)’, ‘F (c )’, . . . , ‘F ( j2)’, . . . ,
‘F (r79002), . . . zu geben (bis unser Leben endet). Und so sehen
wir ein, dass wir F c, für jeden Namen c beweisen können. Aber
wenn wir das für jedes Ding tun können, können wir doch sicher-
lich sagen, dass ‘F ’ auf alles zutrifft. Dies rechtfertigt den Schluss
auf ‘∀y F (y)’ wie folgt:
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1 ∀x F (x)
2 F (a) ∀E 1

3 ∀y F (y) ∀I 2
Der wichtige Punkt hier ist, dass ‘a’ nur ein beliebiger Name war.
Es war nichts Besonderes an diesem Namen–wir hätten jeden an-
deren Namen wählen können–und trotzdem wäre der Beweis kor-
rekt gewesen. Dieser Punkt motiviert die Universaleinführungs-
regel (∀I):

m A(. . . c . . . c . . .)

∀xA(. . .x . . .x . . .) ∀I m

c darf in keiner ungetilgten Annahme vorkommen
x darf nicht in A(. . . c . . . c . . .) vorkommen

Ein entscheidender Aspekt dieser Regel ist in der ersten Ein-
schränkung niedergeschrieben. Diese Einschränkung stellt sicher,
dass wir immer auf einer ausreichend allgemeinen Ebene argu-
mentieren.

Um zu sehen, wie diese Einschränkung dies garantiert, be-
trachten Sie:

Jeder liebt Kylie Minogue; deshalb liebt jeder sich
selbst.

Wir könnten dieses klar ungültige Argument so symbolisieren:

∀x L(x, k ) ∴ ∀x L(x, x)
Versuchen wir nun, einen Beweis für dieses Argument zu geben:

1 ∀x L(x, k )
2 L(k, k ) ∀E 1

3 ∀x L(x, x) inkorrekte Anwendung von ∀I 2
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Dies ist nicht erlaubt, weil ‘k ’ bereits in einer ungetilgten An-
nahme, nämlich in Zeile 1, vorkommt. Der entscheidende Punkt
ist, dass wir, wenn wir irgendwelche Annahmen über das Objekt,
mit dem wir arbeiten, gemacht haben, nicht allgemein genug ar-
gumentieren, um ∀I zu verwenden.

Obwohl der Name in keiner ungetilgten Annahme vorkommen
darf, darf er in einer getilgten Annahme vorkommen. D.h. er darf
in einem bereits geschlossenen Unterbeweis vorkommen. Das fol-
gende Beispiel ist zulässig:

1 G (d )

2 G (d ) R 1

3 G (d ) → G (d ) →I 1–2

4 ∀z (G (z ) → G (z )) ∀I 3
Dieser Beweis zeigt, dass ‘∀z (G (z ) → G (z ))’ ein Theorem ist.

Lasst uns den letzten Punkt noch weiter betonen. Den Kon-
ventionen §30.3s nach bedingt die Verwendung von ∀I, dass wir
jede Vorkommnis des Namens c in A(. . .x . . .x . . .) mit der Va-
riable x ersetzen. Wenn wir nur einige Namen ersetzen und an-
dere nicht, dann “beweisen” wir einige blöde Aussagen. Zum Bei-
spiel:

Jeder ist so alt wie er selbst; also ist jeder so alt wie
Judi Dench.

Wir können dieses Argument so symbolisieren:

∀x A(x, x) ∴ ∀x A(x,d )
Versuchen wir nun einen Beweis zu konstruieren, der diesem blö-
den Argument entspricht:

1 ∀x A(x, x)
2 A(d,d ) ∀E 1

3 ∀x A(x,d ) inkorrekte Anwendung von ∀I 2
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Glücklicherweise lassen unsere Regeln solche Beweise nicht zu:
der versuchte Beweis ist unzulässig, da er nicht jede Vorkommnis
von ‘d ’ in Zeile 2 mit ‘x ’ ersetzt.

34.5 Existenzeliminierung

Nehmen Sie an, Sie wissen, dass etwas F ist. Nur so viel zu wissen,
erlaubt uns nicht zu wissen, welches Ding F ist. Daher können
wir von ‘∃x F (x)’ nicht direkt auf ‘F (a)’, ‘F (e23)’ oder irgendei-
ne andere Substitutionsinstanz schließen. Können wir sonst was
machen?

Nehmen Sie an, Sie wissen, dass etwas F ist und, dass alle F s
G sind. Nun könnten wir wie folgt argumentieren:

Da etwas F ist, gibt es ein bestimmtes Ding, das ein
F ist. Wir wissen nichts über dieses Ding, außer dass
es ein F ist, aber der Einfachheit halber nennen wir
es ‘Becky’. Also: Becky ist F . Da alles, was F ist, G
ist, folgt daraus, dass Becky G ist. Da aber Becky G
ist, folgt daraus, dass etwas G ist. Und nichts hing
davon ab, welches Objekt genau Becky war. Etwas ist
also G .

Diese Argumentation können wir so in unserem Herleitungssy-
stem einfangen:

1 ∃x F (x)
2 ∀x(F (x) → G (x))

3 F (b)

4 F (b) → G (b) ∀E 2

5 G (b) →E 4, 3

6 ∃x G (x) ∃I 5
7 ∃x G (x) ∃E 1, 3–6
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Brechen wir dies herunter: Wir begannen mit unseren Annah-
men. In Zeile 3 führten wir dann eine weitere Annahme ein:
‘F (b)’. Das war einfach eine Substitutionsinstanz von ‘∃x F (x)’.
Mittels dieser Annahme zeigten wir, dass ‘∃x G (x)’. Zu beachten
ist, dass wir keine besonderen Annahmen über das Objekt, das wir
‘b ’ nennen, gemacht haben. Wir nahmen nur an, dass es ‘F (x)’
erfüllt. Daher hängt nichts davon ab, welches Objekt es genau
ist. Und Zeile 1 sagt uns, dass etwas ‘F (x)’ erfüllt, also war unse-
re Argumentation verallgemeinerbar. Wir können die spezifische
Annahme ‘F (b)’ tilgen und auf ‘∃x G (x)’ schließen.

Hier ist nun die Existenzeliminierungsregel (∃E):

m ∃xA(. . .x . . .x . . .)

i A(. . . c . . . c . . .)

j B

B ∃E m, i– j

c darf in keiner Annahme vorkommen, die vor Zeile i un-
getilgt ist
c darf nicht in ∃xA(. . .x . . .x . . .) vorkommen
c darf nicht in B vorkommen

Wie bei der Universaleinführung sind die Einschränkungen
äußerst wichtig. Um zu sehen, warum, betrachten Sie das folgen-
de schreckliche Argument:

Tim Button ist ein Dozent. Jemand ist kein Dozent.
Also ist Tim Button sowohl Dozent als auch nicht.

Dieses ungültige Argument können wir wie folgt symbolisieren:

D(b),∃x ¬D(x) ∴ D(b) ∧ ¬D(b)

Versuchen wir nun einen Beweis für dieses Argument zu konstru-
ieren:
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1 D(b)

2 ∃x ¬D(x)

3 ¬D(b)

4 D(b) ∧ ¬D(b) ∧I 1, 3

5 D(b) ∧ ¬D(b) inkorrekte

Anwendung von ∃E 2, 3–4

Die letzte Zeile dieses Beweises ist unzulässig. Der Name, den wir
in unserer Substitutionsinstanz für ‘∃x ¬D(x)’ in Zeile 3 nutzten,
‘b ’, kommt in Zeile 4 vor. Auch das hier ist schlecht:

1 D(b)

2 ∃x ¬D(x)

3 ¬D(b)

4 D(b) ∧ ¬D(b) ∧I 1, 3

5 ∃x(D(x) ∧ ¬D(x)) ∃I 4
6 ∃x(D(x) ∧ ¬D(x)) inkorrekte

Anwendung von ∃E 2, 3–5

Die letzte Zeile ist immer noch unzulässig. Denn der Name, den
wir in unserer Substitutionsinstanz für ‘∃x ¬L(x)’ nutzten, ‘b ’,
kommt in einer ungetilgten Annahme vor: Zeile 1.

Die Moral ist:Wenn Sie Informationen aus einem Existenzquantor
herausquetschen wollen, wählen Sie einen neuen Namen für Ihre Sub-
stitutionsinstanz. Auf diese Weise garantieren Sie, dass Sie alle
Einschränkungen der Regel ∃E erfüllen.
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Übungen

A. Erklären Sie, wieso die folgenden Beweise inkorrekt sind. Ge-
ben Sie auch Interpretationen an, die zeigen, dass die den Bewei-
sen zugrundeliegenden Argumente ungültig sind:

1 ∀x R(x, x)
2 R(a, a) ∀E 1

3 ∀y R(a, y) ∀I 2
4 ∀x ∀y R(x, y) ∀I 3

1 ∀x ∃y R(x, y)
2 ∃y R(a, y) ∀E 1

3 R(a, a)

4 ∃x R(x, x) ∃I 3
5 ∃x R(x, x) ∃E 2, 3–4

B. Den folgenden drei Beweisen fehlen Zitationen (Regeln und
Zeilennummern). Fügen Sie diese hinzu.

1.

1 ∀x∃y(R(x, y) ∨R(y, x))
2 ∀x ¬R(m, x)
3 ∃y(R(m, y) ∨R(y,m))
4 R(m, a) ∨R(a,m)

5 ¬R(m, a)

6 R(a,m)

7 ∃x R(x,m)
8 ∃x R(x,m)
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2.

1 ∀x(∃y L(x, y) → ∀z L(z, x))
2 L(a, b)

3 ∃y L(a, y) → ∀zL(z, a)
4 ∃y L(a, y)
5 ∀z L(z, a)
6 L(c, a)

7 ∃y L(c, y) → ∀z L(z, c )
8 ∃y L(c, y)
9 ∀z L(z, c )
10 L(c, c )

11 ∀x L(x, x)

3.

1 ∀x( J (x) → K (x))

2 ∃x ∀y L(x, y)
3 ∀x J (x)
4 ∀y L(a, y)
5 L(a, a)

6 J (a)

7 J (a) → K (a)

8 K (a)

9 K (a) ∧ L(a, a)

10 ∃x(K (x) ∧ L(x, x))

11 ∃x(K (x) ∧ L(x, x))

C. In §23 Übung A, betrachteten wir 15 syllogistische Figuren.
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Geben Sie Beweise, die diesen Argumentformen entsprechen. Be-
achten Sie: Die Übung ist viel leichter, wenn Sie ‘Kein F ist G’
(beispielsweise) als ‘∀x(F (x) → ¬G (x))’ symbolisieren.

D. Aristoteles und seine Nachfolger*innen identifizierten weitere
syllogistische Formen. Symbolisieren Sie diese in der LEO und
geben Sie dementsprechende Beweise.

1. Barbari. Etwas ist H. Alle Gs sind F. Alle Hs sind G. Also:
Ein H ist F

2. Celaront. Etwas ist H. Kein G ist F. Alle Hs sind G. Also:
Ein H ist nicht F

3. Cesaro. Etwas ist H. Kein F ist G. Alle Hs sind G. Also:
Ein H ist nicht F.

4. Camestros. Etwas ist H. Alle Fs sind G. Kein H ist G. Also:
Ein H ist nicht F.

5. Felapton. Etwas ist G. Kein G ist F. Alle Gs sind H. Also:
Ein H ist nicht F.

6. Darapti. Etwas ist G. Alle Gs sind F. Alle Gs sind H. Also:
Ein H ist F.

7. Calemos. Etwas ist H. Alle Fs sind G. Kein G ist H. Also:
Ein H ist nicht F.

8. Fesapo. Etwas ist G. Kein F ist G. All Gs sind H. Also: Ein
H ist nicht F.

9. Bamalip. Etwas ist F. Alle Fs sind G. Alle Gs sind H. Also:
Ein H ist F.

E. Beweisen Sie jede der folgenden Aussagen.

1. ⊢ ∀x F (x) → ∀y(F (y) ∧ F (y))
2. ∀x(A(x) → B(x)),∃x A(x) ⊢ ∃x B(x)
3. ∀x(M (x) ↔ N (x)),M (a) ∧ ∃x R(x, a) ⊢ ∃x N (x)
4. ∀x ∀y G (x, y) ⊢ ∃x G (x, x)
5. ⊢ ∀x R(x, x) → ∃x ∃y R(x, y)
6. ⊢ ∀y ∃x(Q (y) → Q (x))
7. N (a) → ∀x(M (x) ↔ M (a)),M (a),¬M (b) ⊢ ¬N (a)
8. ∀x ∀y(G (x, y) → G (y, x)) ⊢ ∀x∀y(G (x, y) ↔ G (y, x))
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9. ∀x(¬M (x) ∨ L( j, x)),∀x(B(x) → L( j, x)),∀x(M (x) ∨ B(x)) ⊢
∀xL( j, x)

F. Geben Sie einen Symbolisierungsschlüssel für das folgende Ar-
gument, symbolisieren Sie es und geben Sie einen dementspre-
chenden Beweis:

Es gibt jemanden, der jeden mag, der jeden mag, den
er mag. Es gibt also jemanden, der sich selbst mag.

G. Zeigen Sie, dass die folgenden Satzpaare beweisbar äquivalent
sind.

1. ∀x(A(x) → ¬B(x)), ¬∃x(A(x) ∧ B(x))
2. ∀x(¬A(x) → B(d )), ∀x A(x) ∨ B(d )
3. ∃x P (x) → Q (c ), ∀x(P (x) → Q (c ))

H. Für jedes der folgenden Satzpaare: Wenn sie beweisbar äqui-
valent sind, legen Sie Beweise vor, um dies zu belegen. Wenn sie
nicht äquivalent sind, konstruieren Sie eine Interpretation, um zu
zeigen, dass sie es nicht sind.

1. ∀x P (x) → Q (c ),∀x(P (x) → Q (c ))
2. ∀x ∀y ∀z B(x, y, z ),∀x B(x, x)x
3. ∀x ∀y D(x, y),∀y ∀x D(x, y)
4. ∃x ∀y D(x, y),∀y ∃x D(x, y)
5. ∀x(R(c, a) ↔ R(x, a)),R(c, a) ↔ ∀x R(x, a)

I. Für jedes der folgenden Argumente: Wenn es in der LEO gültig
ist, geben Sie einen Beweis. Wenn es ungültig ist, konstruieren Sie
eine Interpretation, um zu zeigen, dass es ungültig ist.

1. ∃y ∀x R(x, y) ∴ ∀x ∃y R(x, y)
2. ∀x ∃y R(x, y) ∴ ∃y ∀x R(x, y)
3. ∃x(P (x) ∧ ¬Q (x)) ∴ ∀x(P (x) → ¬Q (x))
4. ∀x(S (x) → T (a)),S (d ) ∴ T (a)
5. ∀x(A(x) → B(x)),∀x(B(x) → C (x)) ∴ ∀x(A(x) → C (x))
6. ∃x(D(x) ∨ E(x)),∀x(D(x) → F (x)) ∴ ∃x(D(x) ∧ F (x))
7. ∀x ∀y(R(x, y) ∨R(y, x)) ∴ R( j, j )
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8. ∃x ∃y(R(x, y) ∨R(y, x)) ∴ R( j, j )
9. ∀x P (x) → ∀x Q (x),∃x ¬P (x) ∴ ∃x ¬Q (x)
10. ∃x M (x) → ∃x N (x), ¬∃x N (x) ∴ ∀x ¬M (x)



KAPITEL 35

Beweise mit Quantoren

In §17 diskutierten wir Strategien für Beweise, die die Grundre-
geln der WFL nutzen. Die gleichen Prinzipien gelten auch für die
Regeln der Quantoren.

Wenn wir ∀xA(x) oder ∃xA(x) herleiten wollen, können wir
rückwärts arbeiten, indem wir den relevanten Satz mit ∀I oder
∃I rechtfertigen und dann versuchen, die Prämisse der Regel her-
zuleiten. Wenn wir hingegen von Sätzen mit Quantoren vorwärts
arbeiten wollen, dann wenden wir ∀E oder ∃E an.

Nehmen Sie an, wir wollen ∀xA(x) herleiten. Um das mittels
∀I zu tun, müssten wir A(c) für einen Namen c, der in keiner un-
getilgten Annahme vorkommt, herleiten. Von ∀xA(x) rückwärts
arbeitend schreiben wir also A(c) darüber auf und versuchen
dann, diesen Satz herzuleiten.

...

n A(c)

n + 1 ∀xA(x) ∀I n
A(c) erhalten wir von A(x), indem wir jedes ungebundene Vor-
kommnis von x in A(x) mit c ersetzen. Damit das funktioniert,
muss c eine Einschränkung erfüllen. Wir garantieren, dass es das
tut, indem wir immer einen Namen auswählen, der noch nicht im
bis dato konstruierten Beweis vorkommt.

Um von ∃xA(x) aus rückwärts zu arbeiten, schreiben wir
ähnlicherweise einen Satz darüber auf, der uns als Rechtfertigung

319
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für eine Anwendung der ∃I-Regel dienen kann: einen Satz der
Form A(c).

...

n A(c)

n + 1 ∃xA(x) ∃I n
Das sieht genauso aus, als ob wir von einem Satz mit Universal-
quantor rückwärts arbeiten. Der Unterschied ist aber, dass wir für
∀I einen Namen c auswählen müssen, der bis dato noch nicht im
Beweis vorkam, während wir für ∃I einen Namen c auswählen
müssen, der bereits im Beweis vorkommt. Genau wie im Fall von
∨I ist oft nicht sofort klar, welcher Name c letztendlich funktio-
niert. Daher sollten Sie nur von einem Existenzquantor rückwärts
arbeiten, wenn Sie alle anderen Strategien bereits versucht haben.

Vorwärts vom Satz ∃xA(x()) zu arbeiten funktioniert hinge-
gen so gut wie immer. Um das zu tun, betrachten wir nicht nur
∃xA(x), sondern auch den SatzB, den Sie beweisen wollen. Vor-
wärts arbeitend müssen Sie einen Unterbeweis über B aufschrei-
ben, wo Bdie letzte Zeile ist, und eine Substitutionsinstanz A(c)
von ∃xA(x) als Annahme fungiert. Um sicherzustellen, dass die
Einschränkung von c, die im Falle von ∃E gilt, erfüllt ist, wäh-
len Sie einen Namen c, der bis dato noch nicht in Ihrem Beweis
vorkam.

...

m ∃xA(x)
...

n A(c)
...

k B

k + 1 B ∃E m, n–k
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Sie fahren dann mit dem Ziel fort, B herzuleiten, aber nun in-
nerhalb eines Unterbeweises, in welchem Sie einen weiteren Satz
nutzen können (A(c)).

Zuletzt: Vorwärts von ∀xA(x) arbeiten heißt, dass sie A(c)
(für irgendeinen Namen c) aufschreiben und es mit ∀E rechtferti-
gen. Sie wollen das natürlich nicht einfach so tun. Nur bestimmte
Namen cwerden Ihnen dabei helfen, Ihren Zielsatz zu beweisen.
So wie Sie also nur unter bestimmten Umständen von ∃xA(x)
rückwärts arbeiten sollten, sollten Sie auch nur von ∀xA(x) vor-
wärts arbeiten, wenn Sie schon alle anderen Strategien ange-
wandt haben.

Lasst uns ∀x(A(x) → B) ∴ ∃x A(x) → B als Beispiel nehmen.
Um unseren Beweis zu beginnen, schreiben wir die Prämisse oben
und die Schlussfolgerung unten auf.

1 ∀x(A(x) → B)
...

n ∃x A(x) → B

Die Strategien für die Junktoren der WFL gelten nach wie vor
und Sie sollten sie in der gleichen Reihenfolge anwenden: zuerst
rückwärts arbeiten von Konditionalen, Negationen, Konjunktio-
nen und jetzt auch Universalquantoren; dann vorwärts arbeiten
von Disjunktionen und jetzt Existenzquantoren; erst dann versu-
chen Sie, →E, ¬E, ∨I, ∀E oder ∃I anzuwenden. In unserem Fall
bedeutet das, dass wir von der Schlussfolgerung aus rückwärts
arbeiten:

1 ∀x(A(x) → B)

2 ∃x A(x)
...

n − 1 B

n ∃x A(x) → B →I 2–(n − 1)
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Unser nächster Schritt ist, dass wir von ∃x A(x) in Zeile 2 vor-
wärts arbeiten. Dazu wählen wir einen Namen, der noch nicht in
unserem Beweis vorkommt. Weil kein Name vorkommt, können
wir irgendeinen wählen, z.B. ‘d ’:

1 ∀x(A(x) → B)

2 ∃x A(x)
3 A(d )

...

n − 2 B

n − 1 B ∃E 2, 3–(n − 2)

n ∃x A(x) → B →I 2–(n − 1)

Nun haben wir unsere ersten Strategien erschöpft und wir arbei-
ten von ∀x(A(x) → B) aus vorwärts. ∀E zu nutzen heißt, dass wir
jede Instanz von A(c) → B rechtfertigen können, egal welches c
wir auswählen. Wir wählen hier natürlich d , denn das gibt uns
A(d ) → B . Und dann können wir →E anwenden um B rechtzu-
fertigen, womit wir den Beweis beenden.

1 ∀x(A(x) → B)

2 ∃x A(x)
3 A(d )

4 A(d ) → B ∀E 1

5 B →E 4, 3

6 B ∃E 2, 3–5

7 ∃x A(x) → B →I 2–6

Lasst uns nun einen Beweis des Umkehrschlusses angeben.
Wir beginnen mit
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1 ∃x A(x) → B
...

n ∀x(A(x) → B)

Die Prämisse ist hier ein Konditional und kein Satz mit einem
Existenzquantor. Also sollten wir nicht von ihr ausgehend vor-
wärts arbeiten. Von der Schlussfolgerung aus rückwärts arbei-
tend, versuchen wir A(d ) → B herzuleiten:

1 ∃x A(x) → B
...

n − 1 A(d ) → B

n ∀x(A(x) → B) ∀I n − 1

Und von A(d ) → B aus rückwärts zu arbeiten, heißt, dass wir
einen Unterbeweis mit A(d ) als Annahme und B als Schlusszeile
brauchen:

1 ∃x A(x) → B

2 A(d )
...

n − 2 B

n − 1 A(d ) → B →I 2–(n − 2)

n ∀x(A(x) → B) ∀I n − 1

Nun können wir von der Prämisse in Zeile 1 aus vorwärts arbei-
ten. Die ist ein Konditional und sein Konsequens ist gerade der
Satz B , den wir rechtfertigen wollen. Also brauchen wir eine Her-
leitung des Antezedens, ∃x A(x). Diese Herleitung ist netterweise
einfach erhältlich, indem wir ∃I auf Zeile 2 anwenden. Damit sind
wir auch schon fertig:
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1 ∃x A(x) → B

2 A(d )

3 ∃x A(x) ∃I 2
4 B →E 1, 3

5 A(d ) → B →I 2–4

6 ∀x(A(x) → B) ∀I 5

Übungen

A. Verwenden Sie die obigen Strategien, um Beweise für jedes
der folgenden Argumente und Theoreme zu finden:

1. A → ∀x B(x) ∴ ∀x(A → B(x))
2. ∃x(A → B(x)) ∴ A → ∃x B(x)
3. ∴ ∀x(A(x) ∧ B(x)) ↔ (∀x A(x) ∧ ∀x B(x))
4. ∴ ∃x(A(x) ∨ B(x)) ↔ (∃x A(x) ∨ ∃x B(x))
5. A ∨ ∀x B(x)) ∴ ∀x(A ∨ B(x))
6. ∀x(A(x) → B) ∴ ∃x A(x) → B
7. ∃x(A(x) → B) ∴ ∀x A(x) → B
8. ∴ ∀x(A(x) → ∃y A(y))

Verwenden Sie zusätzlich zu den grundlegenden Quantorenre-
geln nur die Grundregeln der WFL.
B. Verwenden Sie die obigen Strategien, um Beweise für jedes
der folgenden Argumente und Theoreme zu finden:

1. ∀x R(x, x) ∴ ∀x ∃y R(x, y)
2. ∀x ∀y ∀z [(R(x, y) ∧R(y, z )) → R(x, z )]
∴ ∀x ∀y[R(x, y) → ∀z (R(y, z ) → R(x, z ))]

3. ∀x ∀y ∀z [(R(x, y) ∧R(y, z )) → R(x, z )],
∀x ∀y(R(x, y) → R(y, x))
∴ ∀x ∀y ∀z [(R(x, y) ∧R(x, z )) → R(y, z )]
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4. ∀x ∀y(R(x, y) → R(y, x))
∴ ∀x ∀y ∀z [(R(x, y) ∧R(x, z )) → ∃u(R(y,u) ∧R(z,u))]

5. ∴ ¬∃x ∀y(A(x, y) ↔ ¬A(y, y))

C. Verwenden Sie die obigen Strategien, um Beweise für jedes
der folgenden Argumente und Theoreme zu finden:

1. ∀x A(x) → B ∴ ∃x(A(x) → B)
2. A → ∃x B(x) ∴ ∃x(A → B(x))
3. ∀x(A ∨ B(x)) ∴ A ∨ ∀x B(x))
4. ∴ ∃x(A(x) → ∀y A(y))
5. ∴ ∃x(∃y A(y) → A(x))

Diese erfordern den Einsatz von IB. Verwenden Sie zusätzlich zu
den grundlegenden Quantorenregeln nur die Grundregeln der
WFL.



KAPITEL 36

Umwandlung der
Quantoren

In diesemKapitel werden wir ein paar zusätzliche Regeln zu unse-
rem Herleitungssystem hinzufügen. Diese befassen sich mit dem
Zusammenspiel von Quantoren und der Negation.

In §22 stellten wir fest, dass ¬∃xA zu ∀x ¬A äquivalent ist.
Wir werden dementsprechende Regeln zu unserem Herleitungs-
system hinzufügen:

m ∀x¬A

¬∃xA CQ m

und

m ¬∃xA

∀x¬A CQ m

Ebenfalls fügen wir
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m ∃x¬A

¬∀xA CQ m

und

m ¬∀xA

∃x¬A CQ m

hinzu.

Übungen

A. Zeigen Sie in jedem Fall, dass die Sätze beweisbar inkonsistent
sind:

1. S (a) → T (m),T (m) → S (a),T (m) ∧ ¬S (a)
2. ¬∃x R(x, a),∀x ∀y R(y, x)
3. ¬∃x ∃y L(x, y),L(a, a)
4. ∀x(P (x) → Q (x)),∀z (P (z ) → R(z )),∀y P (y),¬Q (a) ∧ ¬R(b)

B. Zeigen Sie, dass jedes Satzpaar beweisbar äquivalent ist:

1. ∀x(A(x) → ¬B(x)),¬∃x(A(x) ∧ B(x))
2. ∀x(¬A(x) → B(d )),∀x A(x) ∨ B(d )

C. In §23 haben wir darüber nachgedacht, was passiert, wenn
wir Quantoren über verschiedene Operatoren “hinweg” bewegen.
Zeigen Sie, dass jedes der folgenden Satzpaare beweisbar äquiva-
lent ist:

1. ∀x(F (x) ∧G (a)),∀x F (x) ∧G (a)
2. ∃x(F (x) ∨G (a)),∃x F (x) ∨G (a)
3. ∀x(G (a) → F (x)),G (a) → ∀x F (x)
4. ∀x(F (x) → G (a)),∃x F (x) → G (a)
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5. ∃x(G (a) → F (x)),G (a) → ∃x F (x)
6. ∃x(F (x) → G (a)),∀x F (x) → G (a)

Beachten Sie: Die Variable ‘x ’ kommt nicht in ‘G (a)’ vor. Wenn
alle Quantoren am Anfang eines Satzes stehen, ist dieser Satz
in Pränexform. Die obigen Äquivalenzen werden manchmal als
Pränexionsregeln bezeichnet, da sie uns erlauben, jeden Satz in
eine Pränexform zu gießen.
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Identitätsregeln

In §29 erwähnten wir die kontrovers diskutierte These der Iden-
tität des Ununterscheidbaren. Laut dieser These sind Objekte,
die jeder Hinsicht nach ununterscheidbar sind, identisch. Wir er-
wähnten auch, dass wir diese These hier nicht akzeptieren wer-
den. Daraus folgt, dass wir, egal wie viel wir über zwei Objekte
erfahren, nicht beweisen können, dass sie identisch sind; es sei
denn natürlich, man erfährt, dass die beiden Objekte identisch
sind, aber dann ist der Beweis nicht allzu interessant.

Allgemein gilt für uns also, dass keine Sätze, die nicht schon
das Identitätsprädikat enthalten, eine Herleitung von ‘a = b ’
rechtfertigen. Unsere Identitätseinführungsregel erlaubt uns als
nicht, einen Identitätssatz herzuleiten, der zwei verschiedene Na-
men verwendet.

Jedes Objekt ist jedoch mit sich selbst identisch. Daher sind
keine Prämissen notwendig, um herzuleiten, dass etwas mit sich
selbst identisch ist. Das ist also unsere Identitätseinführungsregel:

c = c =I

Diese Regel benötigt kein Zitat einer vorhergehenden Zeile.
Für jeden Namen c können wir direkt auf c = c schließen; wir
brauchen nur die =I Regel as Rechtfertigung anzugeben.

Unsere Eliminationsregel bietet uns mehr Möglichkeiten.
Wenn Sie ‘a = b ’ haben, dann muss alles, was auf ‘a’ zutrifft,
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auch auf ‘b ’ zutreffen. Wir können also in jedem Satz, in dem ‘a’
vorkommt, einige oder alle Vorkommnisse von ‘a’ mit ‘b ’ erset-
zen. Von ‘R(a, a)’ und ‘a = b ’, können wir z.B. ‘R(a, b)’, ‘R(b, a)’
und ‘R(b, b)’ herleiten. Allgemein gesprochen:

m a = b

n A(. . .a . . .a . . .)

A(. . . b . . .a . . .) =E m, n

Die Notation hier ist die gleiche wie im Fall von ∃I.
A(. . .a . . .a . . .) ist eine Formel, die den Namen a enthält, und
A(. . . b . . .a . . .) eine Formel, die wir erhalten, indem wir ein
Vorkommnis oder mehrere Vorkommnisse von amit b ersetzen.
Zeilen m und n können in beliebiger Reihenfolge auftreten, und
müssen nicht nebeneinander vorkommen. Aber wir zitieren im-
mer zuerst den Identitätssatz. Symmetrisch erlauben wir auch:

m a = b

n A(. . . b . . . b . . .)

A(. . .a . . . b . . .) =E m, n

Die Regel wird manchmal das Leibniz-Gesetz genannt, nach
Gottfried Wilhelm Leibniz.

Lasst uns ein paar schnelle Beweise geben, um die Regeln
anzuwenden. Zuerst beweisen wir, dass die Identität symmetrisch
ist:
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1 a = b

2 a = a =I

3 b = a =E 1, 2

4 a = b → b = a →I 1–3

5 ∀y(a = y → y = a) ∀I 4
6 ∀x ∀y(x = y → y = x) ∀I 5
Wir erhalten Zeile 3, indem wir ein Vorkommnis von ‘a’ in Zeile
2 mit einem Vorkommnis von ‘b ’ ersetzen; dies dürfen wir, weil
‘a = b ’.

Zweitens beweisen wir, dass die Identität transitiv ist:

1 a = b ∧ b = c

2 a = b ∧E 1

3 b = c ∧E 1

4 a = c =E 2, 3

5 (a = b ∧ b = c ) → a = c →I 1–4

6 ∀z ((a = b ∧ b = z ) → a = z ) ∀I 5
7 ∀y ∀z ((a = y ∧ y = z ) → a = z ) ∀I 6
8 ∀x ∀y∀z ((x = y ∧ y = z ) → x = z ) ∀I 7
Wir erhalten Zeile 4, indem wir ‘b ’ in Zeile 3 mit ‘a’ ersetzen;
dies dürfen wir, weil ‘a = b ’.

Übungen

A. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

1. P (a) ∨Q (b),Q (b) → b = c,¬P (a) ⊢ Q (c )
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2. m = n ∨ n = o,A(n) ⊢ A(m) ∨ A(o)
3. ∀x x = m,R(m, a) ⊢ ∃x R(x, x)
4. ∀x ∀y(R(x, y) → x = y) ⊢ R(a, b) → R(b, a)
5. ¬∃x¬x = m ⊢ ∀x ∀y(P (x) → P (y))
6. ∃x J (x),∃x ¬ J (x) ⊢ ∃x ∃y ¬x = y
7. ∀x(x = n ↔ M (x)),∀x(O (x) ∨ ¬M (x)) ⊢ O (n)
8. ∃x D(x),∀x(x = p ↔ D(x)) ⊢ D(p)
9. ∃x [(K (x) ∧ ∀y(K (y) → x = y)) ∧ B(x)

]
,K (d ) ⊢ B(d )

10. ⊢ P (a) → ∀x(P (x) ∨ ¬x = a)

B. Zeigen Sie, dass die folgenden Sätze beweisbar äquivalent
sind.

• ∃x ([F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y)] ∧ x = n
)

• F (n) ∧ ∀y(F (y) → n = y)

C. In §25 behaupteten wir, dass die folgenden Symbolisierungen
von ‘Es gibt genau ein F ’ beweisbar äquivalent sind:

• ∃x F (x) ∧ ∀x ∀y [(F (x) ∧ F (y)) → x = y
]

• ∃x [F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y)
]

• ∃x ∀y(F (y) ↔ x = y)

Zeigen Sie, dass dem so ist. (Hinweis: um zu zeigen, dass die
drei Sätze äquivalent sind, reicht es zu zeigen, dass der erste den
zweiten zur Folge hat, der zweite den dritten, und der dritte den
ersten; überlegen Sie, wieso das so ist.)

D. Symbolisieren Sie das folgende Argument

Es gibt genau ein F . Es gibt genau ein G . Nichts ist
sowohl F als auchG . Also: Es gibt genau zwei Dinge,
die entweder F oder G sind.

und geben Sie einen entsprechenden Beweis.
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Abgeleitete Regeln

Wie im Falle der WFL führten wir zuerst einige Grundregeln ein
(in §34) und fügten dann einige weitere Regeln hinzu (in §36).
Tatsächlich sind die Regeln zur Umwandlung der Quantoren ab-
geleitete Regeln, weil sie von den Grundregeln in §34 hergeleitet
werden können. Hier ist eine Rechtfertigung für die erste Um-
wandlungsregel:

1 ∀x ¬A(x)
2 ∃x A(x)
3 A(c )

4 ¬A(c ) ∀E 1

5 ⊥ ¬E 4, 3

6 ⊥ ∃E 2, 3–5

7 ¬∃x A(x) ¬I 2–6

Und hier ist eine Rechtfertigung für die dritte Umwandlungsregel:
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1 ∃x ¬A(x)
2 ∀x A(x)
3 ¬A(c )

4 A(c ) ∀E 2

5 ⊥ ¬E 3, 4

6 ⊥ ∃E 1, 3–5

7 ¬∀x A(x) ¬I 2–6

Ähnliche Rechtfertigungen können auch für die zwei verbleiben-
den Umwandlungsregeln gegeben werden.

Übungen

A. Geben Sie Beweise, die das Hinzufügen der zweiten und vier-
ten Umwandlungsregeln rechtfertigen.



KAPITEL 39

Beweise und Semantik

Wir haben in diesem Lehrbuch zwei unterschiedliche Drehkreuze
verwendet. Dieses hier:

A1,A2, . . . ,An ⊢ C

bedeutet, dass es einen Beweis gibt, der mit Cbeginnt und dessen
ungetilgten Annahmen A1,A2, . . . ,An sind. Dieses Drehkreuz ist
ein beweistheoretischer Begriff. Das zweite Drehkreuz hingegen:

A1,A2, . . . ,An � C

bedeutet, dass es keine Bewertung oder Interpretation gibt, die
A1,A2, . . . ,An alle wahr, und C falsch, macht. Dieses Drehkreuz
befasst sich mit Zuordnungen von Wahrheitswerten zu Sätzen. Es
ist ein semantischer Begriff.

Es ist sehr wichtig, dass es sich hier um zwei unterschiedliche
Begriffe handelt. Erst wenn Sie diesen Punkt verinnerlicht haben,
lesen Sie weiter.

Obwohl unsere semantischen und beweistheoretischen Begrif-
fe unterschiedlich sind, sind sie eng verwandt. Um das zu erklä-
ren, werden wir zunächst die Beziehung zwischen Tautologien
und Theoremen betrachten.

Um zu zeigen, dass ein Satz ein Theorem ist, brauchen Sie
nur einen Beweis zu erbringen. Zugegeben, es mag schwierig sein,
einen zwanzigzeiligen Beweis zu erbringen, aber es ist nicht so
schwierig, jede Zeile des Beweises zu überprüfen und zu bestäti-
gen, dass sie zulässig ist. Und wenn jede Zeile des Beweises für
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sich betrachtet zulässig ist, dann ist der gesamte Beweis zulässig.
Um zu zeigen, dass ein Satz eine Tautologie ist, müssen wir je-
doch alle möglichen Interpretationen überblicken. Müssten wir
wählen, ob wir nachweisen, dass ein Satz ein Theorem ist, oder
nachweisen, dass er eine Tautologie ist, wäre es einfacher zu zei-
gen, dass es sich um ein Theorem handelt.

Umgekehrt gilt: zu zeigen, dass ein Satz kein Theorem ist, ist
schwer. Wir müssen alle (möglichen) Beweise überblicken. Um
jedoch zu zeigen, dass ein Satz keine Tautologie ist, brauchen Sie
nur eine Interpretation zu konstruieren, in der dieser Satz falsch
ist. Zugegeben, es mag schwierig sein, eine solche Interpretation
zu finden; aber wenn Sie das einmal getan haben, ist es relativ
einfach zu überprüfen, welchen Wahrheitswert sie einem Satz zu-
weist. Müssten wir wählen ob wir nachweisen, dass ein Satz kein
Theorem ist, oder nachweisen, dass er keine Tautologie ist, wä-
re es einfacher zu zeigen, dass es sich nicht um eine Tautologie
handelt.

Glücklicherweise ist ein Satz genau dann ein Theorem, wenn er
eine Tautologie ist. Wenn wir also einen Beweis As ohne ungetilgte
Annahmen erbringen und zeigen, dass Aein Theorem ist ( ⊢ A),
dann zeigen wir auch, dass A eine Tautologie ist (� A). Ähnli-
cherweise gilt: wenn wir eine Interpretation konstruieren in der
A falsch ist und zeigen, dass es keine Tautologie ist (2 A), dann
zeigen wir auch, dass A kein Theorem ist (0 A).

Allgemein gesprochen haben wir das folgende wirkmächtige
Resultat:

A1,A2, . . . ,An ⊢ Bgenau dann, wennA1,A2, . . . ,An � B

Das zeigt, dass Beweisbarkeit und Folge zwar verschiedene Begriffe
sind, aber die gleiche Extension haben:

• Ein Argument ist gültig genau dann, wenn die Schlussfolge-
rung von den Prämissen hergeleitet werden kann.

• Zwei Sätze sind äquivalent genau dann, wenn sie beweisbar
äquivalent sind.
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• Sätze sind konsistent genau dann, wenn sie nicht beweisbar
inkonsistent sind.

Aus diesem Grund können Sie sich aussuchen, wann Sie auf
Beweise und auf Bewertungen/Interpretationen zurückgreifen. Je
nachdem, was für eine bestimmte Aufgabe einfacher ist, können
Sie den Weg des geringeren Widerstands gehen. Die Tabelle auf
der nächsten Seite fasst zusammen, was (in der Regel) einfacher
ist.

Es ist intuitiv, dass Beweisbarkeit und Folge übereinstimmen.
Aber–lasst uns das wiederholen–wir dürfen uns nicht von der
Ähnlichkeit der Symbole ‘�’ und ‘⊢’ täuschen lassen. Diese bei-
den Symbole haben sehr unterschiedliche Bedeutungen. Die Tat-
sache, dass Beweisbarkeit und Folge übereinstimmen, ist kein
leicht zu erreichendes Ergebnis. Tatsächlich ist der Nachweis,
dass Beweisbarkeit und Folge übereinstimmen, ein entscheiden-
der Punkt, an dem wir die Logik für Fortgeschrittene erreichen.
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TEIL VIII

Modale Logik
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KAPITEL 40

Einführung in die
modale Logik

Die modale Logik (ML) ist die Logik der Modalitäten, der Wei-
sen, auf die ein Satz wahr sein kann. Notwendigkeit und Möglich-
keit sind zwei solche Modalitäten: ein Satz kann wahr sein, aber
er kann auch notwendigerweise wahr sein (wahr, egal wie die
Welt auch beschaffen sein mag). Logische Wahrheiten sind z.B.
nicht nur zufälligerweise wahr. Sie sind notwendigerweise wahr.
Ein Satz kann möglicherweise wahr sein, selbst, wenn er nicht
tatsächlich wahr ist. Wir benutzen �, um die Notwendigkeit aus-
zudrücken und ^, um die Möglichkeit auszudrücken. Sie können
also �A als Es ist notwendigerweise der Fall, dass A und ^A als Es
ist möglicherweise der Fall, dass A verstehen.

Es gibt viele verschiedene Arten von Notwendigkeiten. Es ist
menschlich unmöglich für mich, 100 Km/h schnell zu laufen. Ange-
sichts der Art von Tier, das der Mensch ist, kann das kein Mensch
tun. Aber dennoch ist es für mich physikalisch nicht unmöglich,
so schnell zu laufen. Wir haben noch nicht die Technologie dafür,
aber es ist sicher physikalisch möglich, meine menschlichen Bei-
ne gegen Roboterbeine auszutauschen, mithilfe derer ich dann
100 Km/h schnell laufen kann. Im Gegensatz dazu ist es für mich
physikalisch unmöglich, schneller als mit Lichtgeschwindigkeit
zu laufen. Die Gesetze der Physik verbieten es jedem Objekt, auf
diese Geschwindigkeit zu beschleunigen. Aber rein logisch gese-
hen ist selbst das nicht unmöglich. Es ist kein Widerspruch, sich
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vorzustellen, dass die Gesetze der Physik anders sind und sie es
Dingen erlauben, sich schneller als das Licht zu bewegen.

Mit welcher Art vonModalität befasst sich ML?Mit allen! ML
ist ein sehr flexibles Werkzeug. Wir beginnen mit einigen grund-
legenden Regeln, die für � und ^ gelten, und fügen dann weitere
Regeln hinzu, um verschiedene Modalitäten zu repräsentieren.
Tatsächlich ist ML so flexibel, dass wir � und ^ nicht einmal
so verstehen müssen, dass sie Notwendigkeit und Möglichkeit aus-
drücken. Wir könnten stattdessen � als Ausdruck der Beweisbar-
keit lesen, so dass wir �A als es ist beweisbar, dass A und ^A als
es ist nicht widerlegbar, dass A verstehen. In ähnlicher Weise kön-
nen wir �A so interpretieren, dass S weiSS, dass Aoder S glaubt,
dass A bedeutet. Oder wir können � als Ausdruck einer morali-
schen Verpflichtung lesen, so dass �A bedeutet, dass Amoralisch
verpflichtend ist, und ^A, dass A moralisch zulässig ist. Alles,
was wir tun müssen, um diese verschiedenen Interpretationen zu
erhalten, ist, die richtigen Regeln für diese unterschiedlichen Les-
arten von � und ^ auszuarbeiten.

Ein modaler Satz ist einer, der modale Operatoren wie � und
^ beinhaltet. Je nach Interpretation, die wir � und ^ zuweisen,
werden unterschiedliche modale Sätze beweisbar oder gültig sein.
Zum Beispiel: �A → A könnte sagen, dass ‘wenn A notwendig
ist, dann ist es wahr,’ solange wir � als Notwendigkeit interpretie-
ren. Oder es könnte besagen, dass ‘wenn S weiSS, dass A, dann
ist es wahr,’ solange � das Wissen ausdrückt. Unter diesen beiden
Interpretationen ist �A→ A gültig: Alle Sätze die notwendiger-
weise wahr sind, sind tatsächlich wahr. Und wenn jemand weiSS,
dass A, dann ist Awahr (denn man kann nicht wissen, was falsch
ist). Wenn jedoch � als ‘es wird geglaubt, dass’ oder ‘es sollte der
Fall sein, dass’ interpretiert wird, dann ist �A → A nicht gül-
tig: Wir können falschen Behauptungen glauben schenken. Und
nicht jeder Satz, der wahr sein sollte, ist tatsächlich wahr, z.B.:
‘Niemand begeht Morde’. Dieser Satz sollte wahr sein, ist es aber
leider nicht.

Wir werden verschiedene Systeme der ML in Betracht zie-
hen. Sie unterscheiden sich in ihren Herleitungsregeln und in der
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Semantik, die wir verwenden, um unsere logischen Begriffe zu
definieren. Die verschiedenen Systeme, die wir betrachten wer-
den, heiSSen K, T, S4und S5. K ist das Basissystem; alles, was
inK gültig oder beweisbar ist, ist auch in den anderen beweisbar.
Aber es gibt einige Dinge, die inK nicht beweisbar sind, wie zum
Beispiel der Satz �A → A für einen beliebigen Satzbuchstaben A.
Daher ist K keine angemessene modale Logik für Notwendigkeit
und Möglichkeit; denn hier sollte �A → A beweisbar sein. Sy-
stem Tstellt sich hierfür als besser geeignet heraus. Denn in die-
sem System ist �A→ Abeweisbar.T ist also bei der Behandlung
von Notwendigkeit und Möglichkeit angemessener, aber weniger
angemessen, wenn es wir uns mit Glauben oder der moralischen
Verpflichtung beschäftigen wollen, da dann �A → A nicht (im-
mer) beweisbar sein sollte. Das vielleicht beste System der ML für
Notwendigkeit und Möglichkeit, auf jeden Fall das am weitesten
verbreitete, ist das stärkste der von uns betrachteten Systeme, S5.

40.1 Die Sprache der modalen Logik

Um die modale Logik anzuwenden, müssen wir zwei Dinge tun.
Erstens wollen wir lernen, wie wir Dinge in der ML beweisen kön-
nen. Zweitens wollen wir sehen, wie man Interpretationen für die
ML konstruiert. Aber bevor wir diese beiden Dinge tun können,
müssen wir erklären, wie man Sätze in der ML konstruiert.

Die Sprache der ML ist eine Erweiterung der WFL. Wir könn-
ten auch auf Basis der LEO beginnen, dann würden wir die Quan-
tifizierte Modale Logik (QML) erhalten. QML ist viel ausdrucks-
stärker als die ML, aber sie ist auch viel, viel komplizierter. Wir
werden die Dinge also einfach halten und mit WFL beginnen.

Genau wie die WFL beginnt die ML mit einem unendlichen
Vorrat an Basiselementen. Diese werden als GroSSbuchstaben ge-
schrieben, mit oder ohne tiefgestellten Nummern: A, B , . . . A1,
B1, . . . Wir nehmen dann alle Regeln, wie man Sätze aus WFL
bildet, und fügen zwei weitere für � und ^ hinzu:

(1) Jedes Basiselement der ML ist ein Satz der ML.
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(2) Wenn A ein Satz der modalen Logik ist, dann ist ¬A ein
Satz der ML.

(3) Wenn A und B Sätze der ML sind, dann ist (A∧ B) ein
Satz der ML.

(4) Wenn A und B Sätze der ML sind, dann ist (A∨ B) ein
Satz der ML.

(5) Wenn A und B Sätze der ML sind, dann ist (A→ B) ein
Satz der ML.

(6) Wenn A und B Sätze der ML sind, dann ist (A↔ B) ein
Satz der ML.

(7) Wenn A ein Satz der ML ist, dann ist �A ein Satz der ML.

(8) Wenn Aein Satz der ML ist, dann ist ^Aein Satz der ML.

(9) Nichts anderes ist ein Satz der ML.

Hier sind einige Beispiele:

A, P ∨Q , �A, C ∨ �D, ��(A → R), �^(S ∧ (Z ↔ (�W ∨
^Q )))



KAPITEL 41

Natürliche Herleitung
für die ML

Jetzt, da wir wissen, wie wir in der ML Sätze bilden, können wir
uns ansehen, wie wir in der ML Dinge herleiten können. Wir
werden ⊢ verwenden, um Beweisbarkeit auszudrücken. So bedeu-
tet A1,A2, . . .An ⊢ C, dass C von A1,A2, . . .An aus hergeleitet
werden kann. Wir werden uns jedoch mit einer Reihe verschiede-
ner Systeme der ML befassen. Daher wird es nützlich sein, ein
Subskript hinzuzufügen, das angibt, mit welchem System wir ar-
beiten. Wenn wir also zum Beispiel sagen wollen, dass wir C von
A1,A2, . . .An in System Kaus herleiten können, dann schreiben
wir: A1,A2, . . .An ⊢K C.

41.1 System K

Wir beginnen mit einem besonders einfachen System namens K,
benannt nach dem Philosophen und Logiker Saul Kripke. K um-
fasst alle natürlichen Herleitungsregeln der WFL, einschlieSSlich
der abgeleiteten Regeln sowie der Grundregeln.K fügt dann eine
besondere Art von Unterbeweis hinzu, sowie zwei neue Grundre-
geln für �.

Die spezielle Art des Unterbeweises sieht gewöhnlich aus; au-
SSer, dass er statt eines Satzes ein � in seiner Annahmezeile hat.
Wir nennen ihn einen strengen Unterbeweis—er erlaubt es, Din-
ge über andere Möglichkeiten, abseits der tatsächlichen Welt, zu
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begründen und zu beweisen. Was wir innerhalb eines strengen
Unterbeweises beweisen können, gilt für jede alternative Mög-
lichkeit, insbesondere für andere Möglichkeiten, bei denen die in
unserem Beweis ansonsten geltenden Annahmen möglicherweise
nicht zutreffen. In einem strikten Unterbeweis werden alle Annah-
men auSSer Acht gelassen, und es ist uns nicht erlaubt, uns auf
irgendwelche Zeilen auSSerhalb des strengen Unterbeweises zu
berufen (es sei denn, dies ist laut den unten angegebenen moda-
len Regeln zulässig).

Die �I-Regel erlaubt es uns, eine Formel �A herzuleiten,
wenn wir A innerhalb eines strengen Unterbeweises herleiten.
Diese Regel ist unsere grundlegende Methode, � in Beweise ein-
zuführen. Die Grundidee ist einfach: Wenn A ein Theorem ist,
dann sollte auch �A ein Theorem sein. (Denken Sie daran, dass
die Bezeichnung As als ein Theorem heiSSt, dass wir Abeweisen
können, ohne uns auf irgendwelche unentlassenen Annahmen zu
berufen).

Nehmen Sie an, wir wollen �(A → A) beweisen. Das erste,
was wir tun müssen, ist zu beweisen, dass A → A ein Theorem
ist. Sie wissen bereits, wie man das in der WFL macht. Sie legen
einfach einen Beweis für A → A vor, der ohne Prämissen beginnt,
so wie hier:

1 A

2 A R 1

3 A → A →I 1–2

Aber um �I anwenden zu können, müssen wir den Satz innerhalb
eines strengen Unterbeweises bewiesen haben. Da unser Beweis
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von A → A keine Annahmen verwendet, ist dies möglich.

1 �

2 A

3 A R 2

4 A → A →I 2–3

5 �(A → A) �I 1–4

m �

n A

�A �I m–n

Keine Zeile über der Zeile m darf von irgendeiner Regel
innerhalb des strengen Unterbeweises, der in Zeile m be-
ginnt, zitiert werden; es sei denn, die Regel erlaubt dies
ausdrücklich.

Es ist sehr wichtig, dass Sie im strengen Unterbeweis keine Re-
gel anwenden können, die sich auf etwas bezieht, das Sie auSSer-
halb des strengen Unterbeweises bewiesen haben. Es gibt zwar
Ausnahmen, z.B. die untenstehende �E-Regel. Aber diese Aus-
nahmen besagen ausdrücklich, dass Sie sie innerhalb des stren-
gen Unterbeweises anwenden können, obwohl sie Zeilen auSSer-
halb des strengen Unterbeweises zitieren.

Die eben genannte Einschränkung ist sehr wichtig. Denn oh-
ne sie würden wir schnell schreckliche Ergebnisse erhalten. Zum
Beispiel könnten wir den folgenden Beweis liefern, um A ∴ �A
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herzuleiten:

1 A

2 �

3 A falsche Anwendung von R 1

4 �A �I 2–3

Dies ist kein legitimer Beweis, denn in Zeile 3 haben wir uns
auf Zeile 1 berufen, obwohl Zeile 1 vor dem Beginn des strengen
Unterbeweises in Zeile 2 steht.

Wir haben oben gesagt, dass ein strenger Unterbeweis uns er-
laubt, über beliebige andere Möglichkeiten nachzudenken. Was
in einem strengen Unterbeweis bewiesen werden kann, gilt in al-
len anderen Möglichkeiten und ist daher notwendigerweise wahr.
Dies ist die Idee hinter der �I-Regel. Wenn wir andererseits an-
genommen haben, dass etwas notwendig ist, haben wir damit an-
genommen, dass es in allen Möglichkeiten wahr ist. Daher haben
wir die Regel �E:

m �A

�

n A �E m

�E kann nur angewendet werden, wenn die Zeile m (die
�A enthält) auSSerhalb des strengen Unterbeweises liegt, in
dem die Zeile n vorkommt, und dieser strenge Unterbeweis
nicht Teil eines (weiteren) strengen Unterbeweises ist, der
m nicht enthält.

�E erlaubt es Ihnen, A innerhalb eines strengen Unterbewei-
ses geltend zu machen, wenn Sie �A auSSerhalb des strengen
Unterbeweises haben. Die Einschränkung bedeutet, dass Sie dies



KAPITEL 41. NATÜRLICHE HERLEITUNG FÜR DIE ML 348

nur im ersten strengen Unterbeweis tun können. Sie können die
Regel �E also nicht innerhalb eines verschachtelten strengen Un-
terbeweises anwenden. Das Folgende ist damit nicht erlaubt:

1 �A

2 �

3 �

4 A falsche Anwendung von �E 1

Die missbräuchliche Anwendung von �E in Zeile 4 verstöSSt ge-
gen die Bedingung, denn obwohl Zeile 1 auSSerhalb des strengen
Unterbeweises liegt, in dem Zeile 4 vorkommt, liegt der strenge
Unterbeweis, in dem Zeile 4 vorkommt, innerhalb des strengen
Unterbeweises, der mit Zeile 2 beginnt und Zeile 1 nicht enthält.

Wenden wir uns nun einem Beispiel zu:

1 �A

2 �B

3 �

4 A �E 1

5 B �E 2

6 A ∧ B ∧I 4, 5

7 �(A ∧ B) �I 3–7
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Wir können auch reguläre und strenge Unterbeweise vermischen:

1 �(A → B)

2 �A

3 �

4 A �E m

5 A → B �E 1

6 B →E 4, 5

7 �B

8 �A → �B →I 2–7

Dies wird die Verteilungsregel genannt, weil sie uns sagt, dass �
über → hinweg ‘verteilt’ werden kann.

Die Regeln �I und �E sind recht einfach und in der Tat ist K
ein recht einfaches System! AberKist mächtiger, als Sie vielleicht
gedacht haben. Sie können darin eine ganze Reihe von Dingen
beweisen.

41.2 Möglichkeit

Im letzten Abschnitt haben wir uns die Grundregeln für System
Kangesehen. Ihnen ist sicherlich aufgefallen, dass es bei all die-
sen Regeln um die Notwendigkeit ging, �, und bei keiner von
ihnen um die Möglichkeit, ^. Das liegt daran, dass wir die Mög-
lichkeit mittels der Notwendigkeit definieren können:

^A=df ¬�¬A

Mit anderen Worten: zu sagen, dass Amöglicherweise wahr ist,
heiSSt, dass A nicht notwendigerweise falsch ist. Infolgedessen ist
es nicht notwendig, ^, ein besonderes Symbol für die Möglich-
keit, in das System Keinzuführen. Dennoch wird das System viel
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einfacher zu benutzen sein, wenn wir das tun. Deshalb werden
wir die folgenden Definitionsregeln hinzufügen:

m ¬�¬A

^A Def^ m

m ^A

¬�¬A Def^ m

Diese Regeln sind keine wirkliche Ergänzung von K. Sie
schreiben lediglich fest, wie ^ mittels � definiert wird.

Wenn wir wollten, bräuchten wir keine weiteren Regeln für K
einführen. Es ist aber hilfreich, einige Modalwechselregeln hinzu-
zufügen, die uns einige weitere Möglichkeiten geben, zwischen �
und ^ hin und her zu wechseln:

m ¬�A

^¬A MC m

m ^¬A

¬�A MC m

m ¬^A

�¬A MC m

m �¬A

¬^A MC m

Diese Modalwechselregeln sind ebenfalls keine wirkliche Er-
gänzung von K, da sie sich aus den Grundregeln zusammen mit
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der Definition von ^ herleiten lassen.
Im System K, kann man, mittels der Definitionsregeln (oder

den Modalwechselregeln), ^A ↔ ¬�¬A herleiten. Als wir das
System Keinführten, begannen wir mit � als unserem basalen
Modalsymbol. Dann definierten wir ^ mittels dieses basalen Mo-
dalsymbols. Aber wenn wir es vorgezogen hätten, dann hätten wir
mit ^ als unserem basalen Symbol beginnen und � wie folgt defi-
nieren können: �A=df ¬^¬A. Es ist also nicht der Fall, dass die
Notwendigkeit irgendwie mehr fundamental als die Möglichkeit
ist. Notwendigkeit und Möglichkeit sind gleich fundamental.

41.3 System T

Bisher haben wir uns auf Kkonzentriert, welches ein sehr einfa-
ches modales System ist.K ist so schwach, dass sich nicht einmal
A von �Aherleiten lässt. Aber wenn wir uns � als Ausdruck der
Notwendigkeit vorstellen, dann wollen wir in der Lage sein, diese
Schlussfolgerung zu ziehen: Wenn A notwendigerweise wahr ist,
dann muss es auch tatsächlich wahr sein.

Dies führt uns zu einem neuen System, T, das wir erhalten,
indem wir die folgende Regel zu Khinzufügen:

m �A

n A RT m

Die Zeile n, in der die Regel RT angewendet wird, darf
nicht in einem strengen Unterbeweis liegen, der nach Zei-
le m beginnt.

Die Einschränkung der Regel RT ist gewissermaSSen das Ge-
genteil der Einschränkung von �E: Sie können �E nur in einem
verschachtelten strengen Unterbeweis verwenden; hingegen kön-
nen Sie RT nicht in einem verschachtelten strengen Unterbeweis
anwenden.
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Wir können Dinge in T beweisen, die wir in Knicht herleiten
konnten, z.B. �A → A.

41.4 System S4

T erlaubt es Ihnen, das Kästchen für die Notwendigkeit zu ent-
fernen: aus dem Satz �Akönnen Sie Aherleiten. Aber was wäre,
wenn wir zusätzliche Kästchen hinzufügen wollten? Das heiSSt,
was wäre, wenn wir von �Azu ��Agehen wollten? Nun, das wä-
re kein Problem, wenn wir �Abewiesen hätten, indem wir �I auf
einen strikten Unterbeweis von A angewandt hätten, der selbst
nicht �E verwendet. In diesem Fall ist A eine Tautologie. Und
indem wir den strengen Unterbeweis in einen anderen strengen
Unterbeweis einbauen und �I erneut anwenden, können wir ��A
beweisen. Zum Beispiel könnten wir ��(P → P ) wie folgt bewei-
sen:

1 �

2 �

3 P

4 P R 3

5 P → P →I 3–4

6 �(P → P ) �I 2–5

7 ��(P → P ) �I 1–6

Aber was wäre, wenn wir �Anicht auf diese eingeschränkte Wei-
se herleiten würden, sondern �E innerhalb des strengen Unter-
beweises von A verwenden würden? Wenn wir diesen strengen
Unterbeweis innerhalb eines anderen strengen Unterbeweises ver-
wenden würden, würden wir die Bedingung der Regel �E verlet-
zen, dass wir keine Zeile mit �A zitieren, die in einem ande-
ren strengen Unterbeweis liegt, der noch nicht abgeschlossen ist.
Oder was wäre, wenn �A nur eine Annahme wäre, mit der wir
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unseren Beweis begonnen haben? Könnten wir dann auf ��A
schlieSSen? Nicht in T. Dies aber könnte Ihnen durchaus als ein
Mangel von Terscheinen, zumindest wenn wir � als Ausdruck
der Notwendigkeit lesen. Intuitiv ist, dass wenn A notwendiger-
weise wahr ist, es nicht möglich ist, dass A nicht notwendiger-
weise wahr ist. Was notwendigerweise wahr ist, ist also, intuitiv
zumindest, notwendigerweise notwendigerweise wahr.

Dies führt uns zu einem weiteren neuen System, S4, das wir
durch Hinzufügen der folgenden Regel zu Terhalten:

m �A

�

n �A R4 m

Beachten Sie, dass R4 nur dann angewendet werden kann,
wenn die Zeilem (die �A enthält) auSSerhalb des strengen
Unterbeweises liegt, in dem Zeile n vorkommt, und dieser
strenge Unterbeweis nicht Teil eines strengen Unterbewei-
ses ist, in dem n nicht vorkommt.

Regel R4 sieht genauso aus wie �E, mit dem Unterschied,
dass sie ��A innerhalb eines strengen Unterbeweises herleiten
können. Die Einschränkung ist jedoch die gleiche: R4 erlaubt es
uns, �A in einen strengen Unterbeweis zu “importieren”, aber
nicht in einen strengen Unterbeweis, der innerhalb eines weiteren
strengen Unterbeweises vorkommt. Falls dies jedoch notwendig
ist, würde eine zusätzliche Anwendung von R4 dasselbe Ergebnis
haben.
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Jetzt können wir weitere Dinge beweisen. Beispielsweise:

1 �A

2 �

3 �A R4 1

4 ��A �I 2–3

5 �A → ��A →I 1–6

In ähnlicher Weise können wir ^^A → ^A herleiten. Dies zeigt
uns, dass wir nicht nur zusätzliche Kästchen kriegen können; S4
erlaubt es uns auch, Diamanten zu eliminieren: aus ^^A kann
man ^A herleiten.

41.5 System S5

In S4können wir immer ein Kästchen vor einem anderen Käst-
chen einfügen. Aber S4 lässt nicht zu, dass wir automatisch ein
Kästchen vor einem Diamanten einfügen können. Das heiSSt, S4
erlaubt es uns im Allgemeinen nicht, �^A aus ^A herzuleiten.
Aber auch das könnte Ihnen als Mangel erscheinen, zumindest,
wenn Sie � und ^ als Ausdrücke der Notwendigkeit und Mög-
lichkeit verstehen. Intuitiv ist, dass, wenn Amöglicherweise wahr
ist, es nicht möglich ist, dass es doch nicht möglicherweise wahr
ist. Was möglicherweise wahr ist, ist also, zumindest intuitiv, not-
wendigerweise möglicherweise wahr.

Dies führt uns zu unserem letzten Modalsystem, S5, das wir
erhalten, indem wir die folgende Regel zu S4hinzufügen:
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m ¬�A

�

n ¬�A R5 m

Regel R5 kann nur angewendet werden, wenn die Zeile m
(die ¬�A enthält) auSSerhalb des strengen Unterbeweises
liegt, in dem Zeile n vorkommt, und dieser strenge Unter-
beweis nicht Teil eines strengen Unterbeweises ist, der die
Zeile m nicht enthält.

Mit dieser Regel können wir z.B. zeigen, dass ^�A ⊢S5 �A:

1 ^�A

2 ¬�¬�A Def^ 1

3 ¬�A

4 �

5 ¬�A R5 3

6 �¬�A �I 4–5

7 ⊥ ¬E 2, 6

8 �A IP 3–7

Wir können also nicht nur Kästchen vor Diamanten einfügen,
sondern auch Diamanten vor den Kästchen löschen.

Wir erhielten S5, indem wir einfach die Regel R5 zu
S4hinzufügten. Tatsächlich hätten wir nur die Regel R5 zu T
hinzufügen müssen, ohne den Umweg über Regel R4 zu gehen.
Alles, was wir mit Regel R4 beweisen können, lässt sich auch mit
RT zusammen mit R5 beweisen. Hier ist zum Beispiel ein Beweis,
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der �A ⊢S5 ��A herleitet, ohne R4 anzuwenden:

1 �A

2 �¬�A

3 ¬�A RT 2

4 ⊥ ¬E 1, 3

5 ¬�¬�A ¬I 2–4

6 �

7 ¬�A

8 �

9 ¬�A R5 7

10 �¬�A �I 8–9

11 ¬�¬�A R5 5

12 ⊥ ¬E 10, 11

13 �A IB 7–12

14 ��A �I 6–13

S5 ist strikt stärker als S4: es gibt Dinge, die in S5bewiesen wer-
den können, aber nicht in S4S4 (z.B. ^�A → �A).

Die zentrale Eigenschaft von S5 kann auch wie folgt formu-
liert werden: Wenn Sie eine lange Reihe von Kästchen und Dia-
manten haben, in welcher Kombination auch immer, können Sie
alle bis auf das letzte Element in der Reihe löschen. So kann zum
Beispiel ^�^^��^�A zu �A vereinfacht werden.

Übungen

A. Geben Sie Beweise für die folgenden Aussagen:
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1. �(A ∧ B) ⊢K �A ∧ �B
2. �A ∧ �B ⊢K �(A ∧ B)
3. �A ∨ �B ⊢K �(A ∨ B)
4. �(A ↔ B) ⊢K �A ↔ �B

B. Geben Sie Beweise für die folgenden Aussagen an, ohne Mo-
dalwechselregeln zu verwenden:

1. ¬�A ⊢K ^¬A
2. ^¬A ⊢K ¬�A
3. ¬^A ⊢K �¬A
4. �¬A ⊢K ¬^A

C. In den folgenden Fällen ist es Ihnen erlaubt, die Modalwech-
selregeln in Ihren Beweisen zu verwenden:

1. �(A → B),^A ⊢K ^B
2. �A ⊢K ¬^¬A
3. ¬^¬A ⊢K �A

D. Geben Sie Beweise für die folgenden Aussagen:

1. P ⊢T ^P
2. ⊢T (A ∧ B) ∨ (¬�A ∨ ¬�B)

E. Geben Sie Beweise für die folgenden Aussagen:

1. �(�A → B),�(�B → C ),�A ⊢S4 ��C
2. �A ⊢S4 �(�A ∨ B)
3. ^^A ⊢S4 ^A

F. Geben Sie Beweise in S5 für die folgenden Aussagen:

1. ¬�¬A,^B ⊢S5 �(^A ∧ ^B)
2. A ⊢S5 �^A
3. ^^A ⊢S5 ^A
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Semantik der ML

Bis jetzt haben wir uns darauf konzentriert, verschiedene Her-
leitungssysteme für die ML zu entwickeln. Nun werden wir uns
mit der Semantik der ML befassen. Eine Semantik für eine Spra-
che ist eine Methode, mithilfe der wir den Sätzen dieser Sprache
Wahrheitswerte zuweisen. Eine Semantik für die ML ist also eine
Methode, mithilfe derer wir den Sätzen der ML Wahrheitswerte
zuordnen.

42.1 Interpretationen der ML

Die Grundidee der Semantik für die ML ist die folgende. In der
ML sind Sätze nicht einfach nur wahr oder falsch. Ein Satz ist
wahr oder falsch in einer bestimmten möglichen Welt. Und ein ein-
zelner Satz kann in einigen Welten wahr und in anderen falsch
sein. Wir sagen dann, dass �Awahr ist genau dann, wenn A in je-
der möglichen Welt wahr ist, und ^Awahr ist genau dann, wenn
A in zumindest einer möglichen Welt wahr ist.

Das ist die Grundidee, die wir nun verfeinern und präzisieren
müssen. Um dies zu tun, müssen wir den Begriff einer Interpreta-
tion der ML einführen. Das erste, was man in einer Interpretati-
on haben muss, ist eine Menge von möglichen Welten. An diesem
Punkt könnten Sie sich fragen: Was genau ist eine mögliche Welt?
Die intuitive Idee ist, dass eine mögliche Welt eine Weise ist, wie
diese Welt hätte sein können. Aber was genau bedeutet das? Dies
ist eine ausgezeichnete philosophische Frage und wir werden uns

358
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später noch etwas mit ihr befassen. Aber wir brauchen uns im
Moment nicht allzu viele Gedanken darüber zu machen, wie wir
sie beantworten sollten. Was die formale Logik betrifft, so kön-
nen mögliche Welten alles sein, was Sie wollen. Alles, was zählt,
ist, dass Sie jeder Interpretation eine nicht leere Sammlung von
Dingen liefern, die wir mögliche Welten nennen.

Wenn Sie Ihre Menge der möglichen Welten ausgewählt ha-
ben, müssen Sie einen Weg finden, um zu bestimmen, welche Sät-
ze der ML in welchen möglichen Welten wahr sind. Um das zu
tun, müssen wir den Begriff einer Bewertungsfunktion einführen.
Diejenigen von Ihnen, die etwas Mathematik studiert haben, wer-
den bereits mit der allgemeinen Idee einer Funktion vertraut sein.
Aber für diejenigen unter Ihnen, die das noch nicht getan haben,
ist eine Funktion ein mathematisches Objekt, welches Argumente
auf bestimmte Werte abbildet. Das mag ein wenig abstrakt klin-
gen, aber einige bekannte Beispiele werden Ihnen helfen. Neh-
men Sie die Funktion x + 1. Das ist eine Funktion, die eine Zahl
als Argument nimmt und dann die nächste Zahl als Wert aus-
spuckt. Wenn Sie also die Zahl 1 als Argument eingeben, spuckt
die Funktion x + 1 die Zahl 2 als Wert aus; wenn Sie 2 eingeben,
spuckt sie 3 aus; wenn Sie 3 eingeben, spuckt sie 4 aus; und so
weiter Hier ist ein weiteres Beispiel: die Funktion x + y . Diesmal
müssen Sie zwei Argumente in diese Funktion eingeben, wenn
sie einen Wert zurück haben wollen: Wenn Sie 2 und 3 als Ihre
Argumente eingeben, spuckt die Funktion 5 aus; wenn Sie 1003
und 2005 eingeben, dann spuckt sie 3008 aus; und so weiter.

Eine Bewertungsfunktion der ML nimmt einen Satz und eine
Welt als ihre Argumente auf und spuckt dann einen Wahrheits-
wert als ihren Wert aus. Wenn also ν eine Bewertungsfunktion
und w eine mögliche Welt ist, ist νw (A) der Wahrheitswert, auf
den ν A und w abbildet: wenn νw (A) = F , dann ist A falsch in
Welt w laut Bewertung ν; wenn νw (A) = T , dann ist A wahr in
Welt w laut Bewertung ν.

Diese Bewertungsfunktionen dürfen jeden einfachen Satz auf
jeden Wahrheitswert in jeder Welt abbilden. Aber es gibt Regeln
dazu, welche Wahrheitswerte komplexeren Sätzen in einer Welt
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zugeordnet werden. Hier sind die Regeln für die Junktoren der
WFL:

(1) νw (¬A) = T genau dann, wenn νw (A) = F

(2) νw (A∧B) = T genau dann, wenn νw (A) = T und νw (B) =
T

(3) νw (A∨B) = T genau dann, wenn νw (A) = T oder νw (B) =
T (oder beides)

(4) νw (A → B) = T genau dann, wenn νw (A) = F oder
νw (B) = T

(5) νw (A ↔ B) = T genau dann, wenn νw (A) = T und
νw (B) = T , oder νw (A) = F und νw (B) = F

Bislang sollten diese Regeln Ihnen nicht zu neu sein. Im Wesent-
lichen funktionieren sie genau wie die Wahrheitstabellen für die
WFL. Der einzige Unterschied besteht darin, dass unsere neuen
Wahrheitstabellen-Regeln auf eine Welt nach der anderen ange-
wendet werden müssen.

Aber was sind die Regeln für die neuen modalen Operatoren,
� und ^? Die naheliegendste Idee wäre es, Regeln wie diese zu
geben:

νw (�A) = T genau dann, wenn ∀w ′(νw′(A) = T )

νw (^A) = T genau dann, wenn ∃w ′(νw′(A) = T )

Dies ist nur die formale Art, die Idee zu formulieren, dass �A
in w wahr ist, wenn und nur wenn A in jeder Welt wahr ist, und
^A in w wahr ist, wenn und nur wenn A in zumindest einer Welt
wahr ist.

Obwohl diese Regeln schön und einfach sind, erweisen sie
sich jedoch nicht als sonderlich nützlich. Wie wir bereits erwähnt
haben, ist die ML als ein sehr flexibles Werkzeug konzipiert. Es
ist als allgemeiner Rahmen für den Umgang mit vielen verschie-
denen Arten von Notwendigkeiten gedacht. Deshalb wollen wir,
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dass unsere semantischen Regeln für � und ^ etwas weniger starr
sind. Wir können dies erreichen, indem wir einen weiteren neuen
Begriff einführen: den der Zugänglichkeitsbeziehung.

Eine Zugänglichkeitsbeziehung, R, ist eine Beziehung zwi-
schen möglichen Welten. Grob gesagt bedeutet Rw1w2 (im Deut-
schen: Welt w1 hat Zugang zu Welt w2), dass w2 von w1 als mög-
lich erachtet wird. Mit anderen Worten: Durch die Einführung
von Zugänglichkeitsbeziehungen können wir sagen, dass eine be-
stimmte Welt von manchen Welten aus als möglich erachtet wird,
von anderen jedoch nicht. Dies erweist sich beim untersuchen mo-
daler Systeme als eine sehr fruchtbare Idee. Wir können nun die
folgenden semantischen Regeln für � und ^ angeben:

(6) νw1(�A) = T genau dann, wenn ∀w2(Rw1w2 → νw2(A) =
T )

(7) νw1(^A) = T genau dann, wenn ∃w2(Rw1w2 ∧ νw2(A) = T )

Im Deutschen: �A ist wahr in Welt w1, wenn und nur wenn A

in jeder von w1 als möglich erachteten Welt wahr ist; und ^A ist
wahr in Welt w1, wenn und nur wenn A in zumindest einer von
w1 als möglich erachteten Welt wahr ist.

Eine Interpretation für die ML besteht nun also aus drei Din-
gen: einer Menge möglicher Welten,W ; einer Zugänglichkeitsbe-
ziehung, R; und einer Bewertungsfunktion, ν. Die Menge ‘mögli-
cher Welten’ kann eigentlich eine Sammlung von allem sein, was
Ihnen gefällt. Es spielt keine Rolle, welche Dinge in diese Menge
fallen, solangeW nicht leer ist (für viele Zwecke ist es hilfreich,
einfach eine Zahlenmenge als Menge der Welten zu nehmen).
Und zumindest im Moment kann R jede beliebige Beziehung zwi-
schen den Welten inW sein, die Ihnen gefällt. Es könnte eine Be-
ziehung sein, die jede Welt inW zu jeder Welt inW in Relation
setzt, oder eine, die keine Welt zu irgendeiner Welt in Relation
setzt, oder irgendetwas dazwischen. Und schlieSSlich kann ν je-
den beliebigen einfachen Satz der ML auf jeden beliebigen Wahr-
heitswert in jeder beliebigen Welt abbilden. Alles, was zählt, ist,
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dass ν den Regeln (1)–(7) folgt, wenn es um die komplexeren
Sätze geht.

Sehen wir uns ein Beispiel an. Es ist oft hilfreich, Interpreta-
tionen der ML in Form von Diagrammen wie diesem darzustel-
len:

1 2

A ¬A

¬B B

So lesen Sie die Interpretation aus diesem Diagramm ab: Sie ent-
hält nur zwei Welten, 1 und 2. Die Pfeile zwischen den Welten
repräsentieren die Zugänglichkeitsbeziehung. 1 und 2 greifen al-
so beide auf 1 zu (beide erachten 1 als möglich), aber weder 1
noch 2 greifen auf 2 zu (beide erachten 2 als nicht möglich). Die
Kästchen unter den Welten zeigen uns an, welche einfachen Sät-
ze in diesen Welten wahr sind: A ist wahr in 1, aber falsch in 2;
B ist falsch in 1, aber wahr in 2. In solche Kästchen kann man
nur einen einfachen Satz oder seine Negation schreiben, nicht
beide. Aus den Wahrheitswerten der einfachen Sätze in unseren
Welten, können wir ersehen, welche Wahrheitswerte die komple-
xeren Sätze in jeder Welt erhalten. Bei dieser Interpretation sind
zum Beispiel alle folgenden Sätze in w1 wahr:

A ∧ ¬B , B → A, ^A, �¬B

Wenn Sie nicht diagrammatisch denken wollen, dann können Sie
eine Interpretation auch wie folgt darstellen:

W : 1, 2

R: ⟨1, 1⟩, ⟨2, 1⟩

ν1(A) = T , ν2(B) = F, ν2(A) = F, ν2(B) = T



KAPITEL 42. SEMANTIK DER ML 363

Sie werden in Kürze Gelegenheit haben, einige eigene Interpre-
tationen zu erarbeiten, wenn wir uns mit Gegeninterpretationen be-
fassen.

42.2 Eine Semantik für das System K

Wir können nun alle semantischen Begriffe der WFL auf die ML
ausdehnen:

◃ A1,A2, . . .An ∴ C ist modal gültig genau dann,
wenn es in keiner Interpretation eine Welt gibt in
der A1,A2, . . .An alle wahr sind und C falsch ist.

◃ A ist eine modale wahrheit genau dann, wenn A

in jeder Welt jeder Interpretation wahr ist.

◃ A ist ein modaler widerspruch genau dann, wenn
A in jeder Welt jeder Interpretation falsch ist.

◃ A ist modal erfüllbar genau dann, wenn A in
zumindest einer von zumindest einer Interpretation
wahr ist.

(Von nun an lassen wir die Qualifikationen ‘modal’, ‘modaler’
usw. weg.)

Wir können auch unsere Verwendung von � ausweiten. Aller-
dings müssen wir wieder Subskripte hinzufügen, so wie wir es mit
⊢ getan haben. Wenn wir also sagen wollen, dass A1,A2, . . .An ∴
C (modal) gültig ist, dann schreiben wir: A1,A2, . . .An �K C.

Lassen Sie uns ein besseres Gefühl für die Semantik für das
System Kbekommen, indem wir einige Gegeninterpretationen
durcharbeiten. Betrachten Sie die folgende (falsche) Behauptung:

¬A �K ¬^A

Um eine Gegeninterpretation zu dieser Behauptung vorzulegen,
müssen wir uns eine Interpretation ausdenken, die ¬A in irgend-
einer Welt w wahr und ¬^A in derselben Welt w falsch macht.
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Hier ist eine solche Interpretation, dargestellt mittels eines Dia-
gramms:

1 2

¬A A

Es ist leicht einzusehen, dass dies eine Gegeninterpretation zu un-
serer Behauptung ist. Erstens, ¬A ist wahr inWelt 1. Und zweitens
ist ¬^A falsch in 1: A ist wahr in 2, und 2 ist von 1 aus zugänglich.
Es gibt also eine Welt in dieser Interpretation, in der ¬A wahr
und ¬^A falsch ist. Also ist es nicht der Fall, dass ¬A �K ¬^A.

Warum haben wir das SubskriptKgewählt? Nun, es stellt sich
heraus, dass es eine wichtige Beziehung zwischen dem System K
und der Definition der Gültigkeit gibt, die wir gerade gegeben
haben. Insbesondere gelten die folgenden beiden Ergebnisse:

◃ Wenn A1,A2, . . .An ⊢K C, dann A1,A2, . . .An �K C

◃ Wenn A1,A2, . . .An �K C, dann A1,A2, . . .An ⊢K C

Das erste Ergebnis wird als Korrektheitsresultat bezeichnet, da es
uns sagt, dass die Herleitungsregeln des Systems K gute, solide
Regeln sind: Wenn Sie ein Argument rechtfertigen können, in-
dem Sie einen Beweis innerhalb des Systems Kliefern, dann ist
dieses Argument wirklich gültig. Das zweite Ergebnis ist als Voll-
ständigkeitsresultat bekannt, da es uns sagt, dass die Regeln des
Systems K ausreichend sind, um alle gültigen Argumente zu er-
fassen: wenn ein Argument gültig ist, dann ist es möglich, einen
Beweis in K anzubieten, der es rechtfertigt.

Es ist natürlich eine Sache, diese Resultate anzupreisen, aber
eine ganz andere, sie zu beweisen. Wir werden hier jedoch nicht
versuchen, sie zu beweisen. Aber die Idee, die hinter dem Nach-
weis der Korrektheit steht, wird vielleicht deutlicher machen, wie
strenge Unterbeweise funktionieren.
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In einem strengen Unterbeweis dürfen wir keine Annahmen
von auSSerhalb des strengen Unterbeweises verwenden, mit Aus-
nahme dessen, was wir mit �E in den strengen Unterbeweis ‘im-
portieren’. Wenn wir mit �E �A angenommen oder bewiesen
haben, können wir mit �E A innerhalb eines strengen Unterbe-
weises verwenden. InKist das die einzige Möglichkeit, einen Satz
in einen strengen Unterbeweis zu importieren. Alles, was inner-
halb eines strengen Unterbeweises bewiesen werden kann, muss
also aus dem Satz A folgen, wobei wir auSSerhalb des strengen
Unterbeweises eben �A haben. Stellen wir uns vor, dass wir dar-
über nachdenken, was in einer möglichen Welt in irgendeiner
Interpretation wahr ist. Wenn wir wissen, dass �A in dieser mög-
lichen Welt wahr ist, dann wissen wir, dass A in allen zugängli-
chen Welten wahr ist. Also ist alles, was innerhalb eines strengen
Unterbeweises bewiesen wird, in allen zugänglichen möglichen
Welten wahr. Deshalb ist �I eine solide Regel.

42.3 Eine Semantik für System T

Gerade haben wir gesagt, dass das System K korrekt und voll-
ständig ist. Was bedeutet das für die anderen Modalsysteme, die
wir untersucht haben, nämlich T, S4 und S5? Nun, sie sind alle
inkorrekt, relativ zu der Definition von Gültigkeit, die wir oben
gegeben haben. Zum Beispiel erlauben uns all diese Systeme, A
aus �A abzuleiten, obwohl �A 2K A.

Bedeutet das, dass diese Systeme eine Zeitverschwendung
sind? Ganz und gar nicht! Diese Systeme sind nur inkorrekt relativ
zu der Definition der Gültigkeit, die wir oben gegeben haben. (Oder, um
Symbole zu verwenden, sie sind inkorrekt relativ zu �K.) Wenn
wir es also mit diesen stärkeren modalen Systemen zu tun haben,
müssen wir unsere Definition der Gültigkeit anpassen, damit sie
zu diesen Systemen passt. An dieser Stelle kommen uns die Zu-
gänglichkeitsbeziehungen wirklich gelegen.

Als wir die Idee einer Zugänglichkeitsbeziehung einführten,
sagten wir, dass es jede beliebige Beziehung zwischen Welten sein



KAPITEL 42. SEMANTIK DER ML 366

könnte, die Ihnen gefällt: Sie könnten jede Welt mit jeder Welt in
Beziehung setzen, keine Welt mit irgendeiner Welt oder irgendet-
was dazwischen. Dieses Bild der Zugänglichkeitsbeziehung war
Hintergrund unserer Definition von �K. Aber wenn wir wollen,
können wir die Zugänglichkeitsbeziehung etwas einschränken.
Beispielsweise können wir darauf bestehen, dass sie reflexiv
sein muss:

◃ ∀wRww
Zu Deutsch: jede Welt ist sich selbst zugänglich. Oder: jede Welt
erachtet sich selbst als möglich. Wenn wir diese Einschränkung
annehmen, können wir eine neue Definition der Gültigkeit, �T,
einführen:

A1,A2, . . .An �T C genau dann, wenn es in keiner Inter-
pretation, die eine reflexive Zugänglichkeitsbeziehung hat,
eine Welt gibt in der A1,A2, . . .An alle wahr sind und C

falsch ist.

Wir haben das T Subskript an � angehängt, weil das System
T korrekt und vollständig relativ zu dieser neuen Definition der
Gültigkeit ist:

◃ Wenn A1,A2, . . .An ⊢T C, dann A1,A2, . . .An �T C

◃ Wenn A1,A2, . . .An �T C, dann A1,A2, . . .An ⊢T C

Wie vorher schon werden wir nicht versuchen, die Korrektheits-
und Vollständigkeitsresultate zu beweisen. Es ist jedoch relativ
leicht einzusehen, wie das Beharren darauf, dass die Zugäng-
lichkeitsbeziehung reflexiv sein muss, die RT-Regel rechtfertigen
wird:

m �A

A RT m
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Um dies einzusehen, stellen Sie sich einfach vor, Sie versu-
chen, eine Gegeninterpretation zu dieser Behauptung zu finden.

�A �T A

Hierzu müssten wir eine Welt konstruieren, w , in der �A wahr,
aber A falsch ist. Wenn nun aber �A in w wahr ist, dann muss A
in allen von w aus zugänglichen Welten wahr sein. Aber da die
Zugänglichkeitsbeziehung reflexiv ist, istw vonw aus zugänglich.
Also muss A in w wahr sein. Aber jetzt muss A in w wahr und
falsch sein. Widerspruch!

42.4 Eine Semantik für S4

Wie sonst könnten wir an unserer Definition der Gültigkeit feilen?
Nun, wir könnten auch festlegen, dass die Zugänglichkeitsbezie-
hung transitiv sein muss:

◃ ∀w1∀w2∀w3((Rw1w2 ∧Rw2w3) → Rw1w3)

Zu Deutsch: wenn w1 Zugang zu w2 hat, und w2 Zugang zu w3,
dann hat w1 Zugang zu w3. Oder: wenn w1 w2 als möglich er-
achtet, und w2 w3 als möglich erachtet, dann erachtet w1 auch
w3 als möglich. Wenn wir diese Einschränkung unserer Zugäng-
lichkeitsbeziehung annehmen, dann können wir wieder eine neue
Definition der Gültigkeit, �S4, einführen:

A1,A2, . . .An �S4 C genau dann, wenn es in keiner In-
terpretation, die eine reflexive und transitive Zugänglich-
keitsbeziehung hat, eine Welt gibt in der A1,A2, . . .An alle
wahr sind und C falsch ist.

Wir haben das S4 Subskript an � angehängt, weil das System
S4 korrekt und vollständig relativ zu dieser neuen Definition der
Gültigkeit ist:

◃ Wenn A1,A2, . . .An ⊢S4 C, dann A1,A2, . . .An �S4 C
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◃ Wenn A1,A2, . . .An �S4 C, dann A1,A2, . . .An ⊢S4 C

Wie vorher schon werden wir nicht versuchen, diese Resultate
zu beweisen. Es ist jedoch relativ leicht zu erkennen, wie das Be-
harren darauf, dass die Zugänglichkeitsbeziehung transitiv sein
muss, die S4-Regel rechtfertigt:

m �A

�

�A R4 m

Die Idee, die den strengen Unterbeweisen zugrunde liegt, ist,
dass Unterbeweise Wege sind, Dinge zu beweisen, die in allen
zugänglichen Welten wahr sind. Die R4-Regel bedeutet also, dass
immer dann, wenn �A wahr ist, �A in jeder zugänglichen Welt
wahr ist. Mit anderen Worten, es muss sein, dass �A �S4 ��A
gilt.

Um dies einzusehen, stellen Sie sich vor, dass Sie versuchen,
eine Gegeninterpretation zu dieser Behauptung zu finden:

�A �S4 ��A

Hierzu müssten wir eine Welt konstruieren, w1, in der �Awahr,
aber ��A falsch ist. Wenn nun ��A in w1 falsch ist, dann muss
w1 eine Welt, w2, zugänglich sein, in der �A falsch ist. Gleicher-
maSSen, wenn �A in w2 falsch ist, dann muss w2 eine Welt, w3,
zugänglich sein, in der A falsch ist. Wir haben gerade gesagt,
dass w1 auf w2 und w2 auf w3 Zugang haben. Da wir nun aber
darauf bestehen, dass die Zugänglichkeitsbeziehung transitiv ist,
muss w1 auf w3 Zugang haben. Und da �A in w1 wahr ist und
w3 von w1 aus zugänglich ist, folgt daraus, dass A in w3 wahr ist.
Also ist A in w3 wahr und falsch. Widerspruch!



KAPITEL 42. SEMANTIK DER ML 369

42.5 Eine Semantik für S5

Lassen Sie uns die Zugänglichkeitsbeziehung noch auf eine wei-
tere Art einschränken. Nun beharren wir darauf, dass sie symme-
trisch ist:

◃ ∀w1∀w2(Rw1w2 → Rw2w1)

Zu Deutsch: wenn w1 Zugang zu w2 hat, dann hat w2 Zugang
zu w1. Oder: wenn w2 von w1 als möglich erachtet wird, dann
wird w1 von w2 als möglich erachtet. Logiker*innen nennen eine
Beziehung, die reflexiv, transitiv und symmetrisch ist, eine äqui-
valenzbeziehung. Wir können nun eine neue Definition der Gül-
tigkeit, �S5, einführen:

A1,A2, . . .An �S5 C genau dann, wenn es in keiner In-
terpretation, deren Zugänglichkeitsbeziehung eine Äqui-
valenzbeziehung ist, eine Welt gibt, in der A1,A2, . . .An
alle wahr sind und C falsch ist.

Wir haben das S5 Subskript an � angehängt, weil das System
S5 relativ zu dieser neuen Definition der Gültigkeit komplett und
vollständig ist:

◃ Wenn A1,A2, . . .An ⊢S5 C, dann A1,A2, . . .An �S5 C

◃ Wenn A1,A2, . . .An �S5 C, dann A1,A2, . . .An ⊢S5 C

Wie vorher schon werden wir nicht versuchen, diese Resultate zu
beweisen. Es ist jedoch relativ leicht zu erkennen, wie das Behar-
ren darauf, dass die Zugänglichkeitsbeziehung eine Äquivalenz-
beziehung sein muss, die R5-Regel rechtfertigt:
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m ¬�A

�

¬�A R5 m

Die Regel besagt, dass wenn A nicht notwendig ist, d.h. in
einer zugänglichen Welt falsch ist, dann ist es in keiner zugängli-
chen Welt notwendig. Wir haben also ¬�A ⊢S5 �¬�A.

Um dies einzusehen, stellen Sie sich vor, Sie versuchen eine
Gegeninterpretation zu dieser Behauptung zu finden:

¬�A �S5 �¬�A

Hierzu müssten wir eine Welt konstruieren, w1, in der ¬�Awahr
ist, aber �¬�A falsch ist. Wenn nun ¬�A in w1 wahr ist, dann
muss w1 zu irgendeiner Welt, w2, Zugang haben, in der A falsch
ist. GleichermaSSen, wenn �¬�A in w1 falsch ist, dann muss
w1 zu einer Welt, w3, Zugang haben, in der ¬�A falsch ist. Da
wir nun darauf bestehen, dass die Zugänglichkeitsbeziehung eine
Äquivalenzbeziehung und somit symmetrisch ist, können wir dar-
aus schlieSSen, dassw3 zuw1 Zugang hat. Somit hatw3 zuw1 und
w1 zuw2 Zugang. Da wir nun wiederum darauf bestehen, dass die
Zugänglichkeitsbeziehung eine Äquivalenzbeziehung und damit
transitiv ist, können wir daraus herleiten, dass w3 auf w2 zugreift.
Aber vorhin sagten wir, dass ¬�A in w3 falsch ist, was impliziert,
dass A in jeder Welt wahr ist, zu der w3 Zugang hat. Also ist A
wahr und falsch in w2. Widerspruch!

In der Definition von �S5 haben wir festgelegt, dass die Zu-
gänglichkeitsbeziehung eine Äquivalenzbeziehung ist. Aber es
gibt noch eine andere Möglichkeit, einen Gültigkeitsbegriff, der
zu S5passt, zu kriegen. Anstatt festzulegen, dass die Zugänglich-
keitsbeziehung eine Äquivalenzbeziehung ist, könnten wir festle-
gen, dass es sich um eine universelle Beziehung handelt:

◃ ∀w1∀w2Rw1w2
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Zu Deutsch: jede Welt hat zu jeder Welt Zugang. Oder: jede Welt
erachtet jede Welt als möglich. Mit dieser Beschränkung der Zu-
gänglichkeitesbeziehung hätten wir �S5 wie folgt definieren kön-
nen:

A1,A2, . . .An �S5 C genau dann, wenn es in keiner Inter-
pretation, die eine universelle Zugänglichkeitsbeziehung
hat, eine Welt gibt, in der A1,A2, . . .An alle wahr sind und
C falsch ist.

Wenn wir �S5 so definieren würden, würden wir für S5immer
noch die gleichen Korrektheits- und Vollständigkeitsresultate er-
halten. Was sagt uns das? Nun, es bedeutet, dass wir, wenn wir
eine Art von Notwendigkeit untersuchen, laut der jedeWelt relativ
zu jeder Welt möglich ist, S5verwenden sollten. Darüber hinaus
gehen die meisten Philosoph*innen davon aus, dass die Begriffe
der Notwendigkeit, um die es ihnen am meisten geht, wie die lo-
gische Notwendigkeit und die metaphysische Notwendigkeit, genau
von dieser Art sind. So ist S5 das modale System, das die meisten
Philosoph*innen die meiste Zeit nutzen.

Übungen

A. Legen Sie Gegeninterpretationen zu den folgenden falschen
Behauptungen vor:

1. ¬P �K ¬^P
2. �(P ∨Q ) �K �P ∨ �Q
3. �K ¬�(A ∧ ¬A)
4. �A �K A

B. Legen Sie Gegeninterpretationen zu den folgenden falschen
Behauptungen vor:

1. ^A �S4 �^A
2. ^A,�(^A → B) �S4 �B
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C. Legen Sie Gegeninterpretationen zu den folgenden falschen
Behauptungen vor:

1. �(M → O ),^M �T O
2. �A �T ��A

Weitere Lektüre

Die modale Logik ist ein sehr groSSer Teilbereich der Logik. Wir
haben nur an der Oberfläche gekratzt. Wenn Sie mehr über die
modale Logik erfahren möchten, finden Sie hier einige Lehrbü-
cher, die Sie konsultieren können.

◃ Hughes, G. E., & Cresswell, M. J. (1996). A New Introduction
to Modal Logic, Oxford: Routledge.

◃ Priest, G. (2008). An Introduction to Non-Classical Logic, 2nd
ed., Cambridge: Cambridge University Press.

◃ Garson, J. W. (2013). Modal Logic for Philosophers, 2nd ed.,
Cambridge: Cambridge University Press.

Keiner dieser Autoren formuliert seine modalen Beweissyste-
me so, wie wir es getan haben, aber die ähnlichste Formulierung
gibt Garson.



Anhang
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Glossar

Antezedens Der Satz auf der linken Seite eines Konditionals.
Argument Eine Reihe an Sätzen, bestehend aus Prämissen und

Schlussfolgerung.

beweisbare Inkonsistenz Sätze sind beweisbar inkonsistent ge-
nau dann, wenn man von ihnen einen Widerspruch her-
leiten kann.

beweisbare Äquivalenz Eine Eigenschaft von Satzpaaren, laut
der jeder der beiden Sätze von dem jeweils anderen her-
geleitet werden kann.

Bewertung Eine Zuordnung von Wahrheitswerten to zu be-
stimmten Satzbuchstaben.

Bikonditional Das Symbol ↔, verwendet um Worte und Phra-
sen des Deutschen zu symbolisieren, die wie die deut-
sche Phrase ‘. . . wenn und nur wenn. . . ’ funktionieren;
oder ein Satz, der mittels dieses Symbols gebildet wird.

Disjunkt Ein Satz, der mittels Disjunktion mit einem anderen
kombiniert wird.

DisjunktionDas Symbol ∨, verwendet umWorte und Phrasen zu
repräsentieren, die wie das deutscheWort ‘oder’ funktio-
nieren; oder ein Satz, der mittels dieses Symbols gebildet
wird.

DomäneDie Mengen an Dingen, die wir in einer Symbolisierung
der LEO voraussetzen oder die in einer Interpretation
in die Spannweite der Quantoren fällt.
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einfacher Satz Ein Ausdruck, der genutzt wird, um einen einfa-
chen Satz zu repräsentieren; ein Satzbuchstabe in WFL
oder ein n-stelliges Prädikat gefolgt von n Namen in der
LEO.

Existenzquantor Das Symbol ∃ der LEO, genutzt, um die Exi-
stenz zu symbolisieren; ∃x F (x) ist wahr genau dann,
wenn zumindest ein Element der Domäne F ist.

Formel Ein Ausdruck der LEO, den induktiven Regeln in §26.2
entsprechend gebildet.

gebundene Variable Ein Vorkommnis einer Variable in einer
Formel, welches im Geltungsbereich eines Quantors ge-
folgt von der gleichen Variable liegt.

Geltungsbereich (der LEO) Die Teilformel von einem Satz der
LEO oder einer Formel der LEO, für den der relevante
Operator der Hauptoperator ist.

gemeinsame Möglichkeit Eine Eigenschaft, die Sätze besitzen,
wenn es einen Fall gibt, in dem sie alle wahr sind.

Gültigkeit Eine Eigenschaft von Argumenten, laut der die
Schlussfolgerung eine Folge der Prämissen ist.

Gültigkeit (in der LEO) Eine Eigenschaft von Argumenten,
laut der keine Interpretation die Prämissen wahr und
die Schlussfolgerung falsch macht.

Gültigkeit (in der WFL) Eine Eigenschaft von Argumenten,
laut der die komplette Wahrheitstabelle des Arguments
keine Zeile enthält, in der die Prämissesn alle wahr sind
und die Schlussfolgerung falsch (sodass keine Bewer-
tung alle Prämissen wahr macht und die Schlussfolge-
rung falsch).

HauptjunktorDer letzte Junktor, den Sie beim Zusammenbauen
eines Satzes mittels induktiver Definition nutzen.

Hauptoperator Der Operator, der bei der Konstruktion von ei-
nem Satz der LEO oder einer Formel der LEO als Letz-
ter genutzt wurde.
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Interpretation Eine Spezifikation einer Domäne, zusammen mit
den Objekten, die die Namesn benennen und den Objek-
ten auf die die Prädikatse zutreffen.

Junktor Ein logischer Operator in der WFL, der genutzt wird,
um Satzbuchstaben zu komplexeren Sätzen zu kombinie-
ren.

komplette Wahrheitstabelle Eine Tabelle, die alle möglichen
Wahrheitswerte zu einem Satz oder mehreren Sätzen der
WFL zuordnet, mit einer Zeile für jede mögliche Bewer-
tung aller Satzbuchstaben.

Konditional Das Symbol →, verwendet um Worte und Phra-
sen zu repräsentieren, die funktionieren wie die deutsche
Phrase ‘wenn. . . , dann. . . ’; oder ein Satz, der mittels die-
ses Symbols gebildet wird.

Konjunkt Ein Satz kombiniert mit einem anderen Satz, mittels
einer Konjunktion.

Konjunktion Das Symbol ∧, verwendet um Worte und Phrasen
des Deutschen zu repräsentieren, die wie ‘und’ funktio-
nieren; oder ein Satz, der mittels dieses Symbols gebildet
wird.

Konsequens Der Satz auf der rechten Seite eines Konditionals.
Konsistenz (in der LEO) Eine Eigenschaft von Sätzen der LEO,

laut der diese Sätze in zumindest einer Interpretation
gemeinsam wahr sind.

Konsistenz (in der WFL) Eine Eigenschaft von Sätzen der
WFL, laut der die komplette Wahrheitstabelle dieser Sät-
ze eine Zeile enthält, in der all diese Sätze wahr sind (so-
dass zumindest eine Bewertung alle Sätze wahr macht).

kontingenter Satz Ein Satz, der weder eine notwendige Wahr-
heit, noch eine notwendige Falschheit, ist; ein Satz der
in manchen Fällen wahr ist und in anderen falsch.

Korrektheit Eine Eigenschaft von Argumenten, laut der das Ar-
gument gültig ist und alle seine Prämissen wahr sind.
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leeres Prädikat Ein Prädikat, das auf kein Objekt in der Domäne
zutrifft.

Metasprache Eine Sprache, die wir nutzen, um über eine Ob-
jektsprache zu reden. In diesem Lehrbuch ist die Me-
tasprache Deutsch, ergänzt durch bestimmte Symbole
wie Metavariablen und Fachbegriffe wie ‘ist gültig’.

Metavariable Eine Variable in der Metasprache, die jeden belie-
bigen Satz der Objektsprache repräsentieren kann.

Name Ein Symbol der LEO, genutzt, um auf ein Individuum in
der Domäne zu verweisen.

Negation Das Symbol ¬, verwendet um Worte und Phrasen zu
repräsentieren, die wie das deutsche Wort ‘nicht’ funk-
tionieren.

notwendige Falschheit Ein Satz, der in jedem Fall falsch ist
(d.h.keinem Fall wahr ist)..

notwendige Wahrheit Ein Satz, der in jedem Fall wahr ist.
notwendige Äquivalenz Eine Eigenschaft zweier Sätze, laut der

diese zwei Sätze in jedem Fall entweder beide wahr oder
beide falsch sind.

Objektsprache Eine Sprache, die wir zum Objekt unserer Unter-
suchung machen. In diesem Lehrbuch sind die Objekt-
sprachen WFL, LEO und ML.

Prädikat Ein Symbol der LEO, genutzt, um eine Eigenschaft
oder Beziehung auszudrücken.

Prämisse Ein Satz in einem Argument, der nicht als Schlussfol-
gerung dient.

Prämissenwort Ein Wort oder eine Phrase wie ‘weil’, welche(s)
häufig genutzt wird, um aufzuzeigen, dass das was folgt
die Prämisse eines Arguments ist.

Satz der LEO Eine Formel der LEO, welcher keine ungebunde-
ne Variables beinhaltet.
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Satz der WFL Eine Reihe von Symbolen der WFL, die nach
den induktiven Regeln gebaut werden kann, die auf S.53
angegeben sind.

Satzbuchstabe Ein Buchstabe, der genutzt wird, um einen ein-
fachen Satz in WFL zu symbolisieren.

Schlussfolgerung Der letzte Satz eines Arguments.
Schlussfolgerungswort Ein Wort oder eine Phrase wie ‘also’,

welche(s) häufig genutzt wird, um aufzuzeigen, dass das
was folgt die Schlussfolgerung eines Arguments ist.

Substitutionsinstanz Das Resultat des Ersetzens jedes ungebun-
denen Vorkommnisses einer Variable in einer Formel mit
einem Namen.

Symbolisierungsschlüssel Eine Liste, die zeigt, welche deut-
schen Sätze von welchen Satzbuchstaben der WFL sym-
bolisiert werden.

Tautologie (in der LEO) Ein Satz der LEO, der in jeder Inter-
pretation wahr ist.

Tautologie (in der WFL) Ein Satz der WFL, der nur Ts in der
Spalte unter dem Hauptjunktor seiner kompletten Wahr-
heitstabelle hat; ein Satz, der jeder Bewertung nach wahr
ist.

Term Entweder ein Name oder eine Variable.
Theorem Ein Satz, der ohne Prämissen hergeleitet werden kann.

ungebundene Variable Ein Vorkommnis einer Variable in einer
Formel, welche keine gebundene Variable ist.

Ungültigkeit Eine Eigenschaft von Argumenten, laut der die
Schlussfolgerung keine Folge der Prämissen ist; das Ge-
genteil von Gültigkeit.

Universalquantor Das Symbol ∀ der LEO, genutzt, um die
Allgemeinheit zu symbolisieren; ∀x F (x) ist wahr genau
dann, wenn jedes Element der Domäne F ist.

Variable Ein Symbol der LEO, welches nach Quantoren und
als Platzhalter in einfachen Sätzen genutzt wird; kursive
Kleinbuchstaben zwischen s und z .



GLOSSAR 380

Vollständigkeit Ein Eigenschaft eines logischen Systems, laut
dem � ⊢ zur Folge hat.

Wahrheitsfunktionaler Junktor Ein Symbol, welches komple-
xere Sätze aus einfacheren Sätzen bildet und die Wahr-
heitswerte der resultierenden Sätze nur mittels der Wahr-
heitswerte der einfächeren Sätze bestimmt..

Wahrheitswert Einer von zwei Werten, die Sätze haben können:
Wahr und Falsch.

Widerspruch (in der LEO) Ein Satz der LEO, der in jeder
Interpretation falsch ist.

Widerspruch (in der WFL) Ein Satz der WFL, der nur Fen
in der Spalte unter dem Hauptjunktor seiner komplet-
ten Wahrheitstabelle hat; ein Satz der WFL, der jeder
Bewertung nach falsch ist.

Äquivalenz (in der LEO) Eine Eigenschaft von zwei Sätzen
der LEO, laut der die Sätze in jeder Interpretation den
gleichen Wahrheitswert haben.

Äquivalenz (in der WFL) Eine Eigenschaft von zwei Sätzen
der WFL, laut der die komplette Wahrheitstabelle für
diese Sätze identische Spalten unter den Hauptjunktoren
hat (sodass die Sätze jeder Bewertung nach den gleichen
Wahrheitswert haben).



Schnellüberblick

Charakteristische Wahrheitstabellen

A ¬A
T F
F T

A B A∧ B A∨ B A→ B A↔ B

T T T T T T
T F F T F F
F T F T T F
F F F F T T
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Symbolisierungen

Junktoren

Es ist nicht der Fall, dass P ¬P
(Entweder) P oder Q (P ∨Q )

Weder P noch Q ¬(P ∨Q ) or (¬P ∧ ¬Q )
P und Q (P ∧Q )

Wenn P , dann Q (P → Q )
P nur wenn Q (P → Q )

P genau dann, wenn Q (P ↔ Q )
P , es sei denn, Q (P ∨Q )

Prädikate

Alle F s sind G s ∀x(F (x) → G (x))
Manche F s sind G s ∃x(F (x) ∧G (x))

Nicht alle F s sind G s ¬∀x(F (x) → G (x)) or
∃x(F (x) ∧ ¬G (x))

Keine F s sind G s ∀x(F (x) → ¬G (x)) or
¬∃x(F (x) ∧G (x))

Identität

Nur c ist G ∀x(G (x) ↔ x = c )
Alles außer c ist G ∀x(¬x = c → G (x))
Der/das/die F ist G ∃x(F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y) ∧G (x))

Es ist nicht der Fall, dass
der/das/die F G ist ¬∃x(F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y) ∧G (x))

Der/das/die F ist kein G ∃x(F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y) ∧ ¬G (x))
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Identität nutzen um Quantitäten zu
symbolisieren

Es gibt zumindest F s.

ein ∃x F (x)
zwei ∃x1∃x2(F (x1) ∧ F (x2) ∧ ¬x1 = x2)
drei ∃x1∃x2∃x3(F (x1) ∧ F (x2) ∧ F (x3) ∧

¬x1 = x2 ∧ ¬x1 = x3 ∧ ¬x2 = x3)
vier ∃x1∃x2∃x3∃x4(F (x1) ∧ F (x2) ∧ F (x3) ∧ F (x4) ∧

¬x1 = x2 ∧ ¬x1 = x3 ∧ ¬x1 = x4 ∧
¬x2 = x3 ∧ ¬x2 = x4 ∧ ¬x3 = x4)

n ∃x1 . . . ∃xn(F (x1) ∧ . . . ∧ F (xn) ∧
¬x1 = x2 ∧ . . . ∧ ¬xn−1 = xn)

Es gibt zumeist F s.

Einen Weg ‘es gibt zumeist n F s’ zu symbolisieren ist eine Ne-
gation vor die Symbolisierung von ‘es gibt zumindest n + 1
F s’ zu stellen. Äquivalenterweise können wir auch anbieten:

ein ∀x1∀x2
[
(F (x1) ∧ F (x2)) → x1 = x2

]
zwei ∀x1∀x2∀x3

[
(F (x1) ∧ F (x2) ∧ F (x3)) →

(x1 = x2 ∨ x1 = x3 ∨ x2 = x3)
]

drei ∀x1∀x2∀x3∀x4
[
(F (x1) ∧ F (x2) ∧ F (x3) ∧ F (x4)) →

(x1 = x2 ∨ x1 = x3 ∨ x1 = x4 ∨
x2 = x3 ∨ x2 = x4 ∨ x3 = x4)

]
n ∀x1 . . . ∀xn+1

[
(F (x1) ∧ . . . ∧ F (xn+1)) →

(x1 = x2 ∨ . . . ∨ xn = xn+1)
]

Es gibt genau F s.

Einen Weg ‘es gibt genau n F s’ auszudrücken ist die zwei Symbo-
lisierungen zu konjunktieren und zu sagen ‘es gibt zumindest n
F s und zumeist n F s.’ Die folgenden Sätze sind äquivalent dazu:
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null ∀x ¬F (x)
ein ∃x [F (x) ∧ ∀y(F (y) → x = y)

]
zwei ∃x1∃x2

[
F (x1) ∧ F (x2) ∧

¬x1 = x2 ∧ ∀y (F (y) → (y = x1 ∨ y = x2)
) ]

drei ∃x1∃x2∃x3
[
F (x1) ∧ F (x2) ∧ F (x3) ∧

¬x1 = x2 ∧ ¬x1 = x3 ∧ ¬x2 = x3 ∧
∀y (F (y) → (y = x1 ∨ y = x2 ∨ y = x3)

) ]
n ∃x1 . . . ∃xn

[
F (x1) ∧ . . . ∧ F (xn) ∧

¬x1 = x2 ∧ . . . ∧ ¬xn−1 = xn ∧
∀y (F (y) → (y = x1 ∨ . . . ∨ y = xn)

) ]
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Grundregeln für Beweise in der WFL

Wiederholung

m A

A R m

Konjunktion

m A

n B

A∧ B ∧I m, n

m A∧ B

A ∧E m

m A∧ B

B ∧E m

Konditional

i A

j B

A→ B →I i– j

m A→ B

n A

B →E m, n

Negation

i A

j ⊥

¬A ¬I i– j

m ¬A

n A

⊥ ¬E m, n

Indirekter Beweis

i ¬A

j ⊥

A IB i– j

Explosion

m ⊥

A X m
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Disjunktion

m A

A∨ B ∨I m

m A

B∨ A ∨I m

m A∨ B

i A

j C

k B

l C

C ∨E m, i– j , k–l

Bikonditional

i A

j B

k B

l A

A↔ B ↔I i– j , k–l

m A↔ B

n A

B ↔E m, n

m A↔ B

n B

A ↔E m, n
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Abgeleitete Regeln der WFL

Disjunktiver Syllogismus

m A∨ B

n ¬A

B DS m, n

m A∨ B

n ¬B

A DS m, n

Modus Tollens

m A→ B

n ¬B

¬A MT m, n

Doppelnegationseliminierung

m ¬¬A

A DNE m

Ausgeschlossenes Drittes

i A

j B

k ¬A

l B

B GAD i– j , k–l

De Morgan Regeln

m ¬(A∨ B)

¬A∧ ¬B DeM m

m ¬A∧ ¬B

¬(A∨ B) DeM m

m ¬(A∧ B)

¬A∨ ¬B DeM m

m ¬A∨ ¬B

¬(A∧ B) DeM m
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Grundregeln der LEO

Universaleliminierung

m ∀xA(. . .x . . .x . . .)
A(. . . c . . . c . . .) ∀E m

Universaleinführung

m A(. . . c . . . c . . .)

∀xA(. . .x . . .x . . .) ∀I m

c darf nicht in einer ungetilg-
ten Annahme vorkommen

xdarf nicht inA(. . . c . . . c . . .)
vorkommen

Existenzeinführung

m A(. . . c . . . c . . .)

∃xA(. . .x . . . c . . .) ∃I m
xdarf nicht inA(. . . c . . . c . . .)
vorkommen

Existenzeliminierung

m ∃xA(. . .x . . .x . . .)
i A(. . . c . . . c . . .)

j B

B ∃E m, i– j
cdarf weder in ∃xA(. . .x . . .x . . .),
in B, noch in einer ungetilg-
ten Annahme vorkommen

Identitätseinführung

c = c =I

Identitätseliminierung

m a = b

n A(. . .a . . .a . . .)

A(. . . b . . .a . . .) =E m, n

m a = b

n A(. . . b . . . b . . .)

A(. . .a . . . b . . .) =E m, n



SCHNELLÜBERBLICK 389

Abgeleitete Regeln der LEO

m ∀x¬A
¬∃xA CQ m

m ¬∃xA
∀x¬A CQ m

m ∃x¬A
¬∀xA CQ m

m ¬∀xA
∃x¬A CQ m
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